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Résumé — Un modèle isogéométrique unifiant description géométrique et analyse est construit pour
l’optimisation de forme des structures raidies. L’utilisation de compositions de NURBS où des surfaces
sont immergées dans des volumes permet de paramétrer tant la forme globale de la structure que la
forme des raidisseurs. L’analyse est effectuée à l’aide d’une nouvelle formulation coque compatible avec
la composition de NURBS et une méthode par multiplicateur de Lagrange est adoptée pour coupler les
paramétrisations non-conformes. Un exemple témoigne du potentiel de l’approche.

Mots clés — Analyse Isogéométrique, Optimisation de Forme, Couplage non-conforme, Aérostructures.

1 Introduction

L’optimisation de forme des structures requière une combinaison harmonieuse entre une description
géométrique précise et un modèle d’analyse performant d’un même objet. Plus encore, un lien étroit entre
les modèles géométrique et d’analyse est nécessaire puisqu’ils communiquent simultanément durant la
résolution du problème d’optimisation. Ainsi, l’optimisation de forme est une application intéressante
de l’Analyse IsoGéométrique (IGA) [1] car cette méthode s’appuie sur les fonctions NURBS pour re-
présenter d’une part la géométrie et, d’autre part pour effectuer l’analyse. Cet atout a été démontré et
l’optimisation isogéométrique de forme suscite un intérêt grandissant depuis 10 ans, et cela pour diffé-
rents champs d’application [2, 3, 4].

Cependant, il apparaît que l’optimisation isogéométrique de forme a été principalement appliquée
pour des structures simples modélisées à l’aide d’un seul patch NURBS. Or, la modélisation de struc-
tures plus compliquées, avec des discontinuités géométriques par exemple, nécessite d’introduire plu-
sieurs patchs NURBS. Dans ce travail, on s’intéresse aux aérostructures et plus particulièrement aux
structures raidies [5]. Ces structures sont obtenues par l’assemblage d’une pièce principale (appelée la
peau ou le panneau) et d’une sous-structure (un réseau de raidisseurs par exemple). De par leur nature,
les structures raidies nécessitent une modélisation multi-patchs. Finalement du point de vue de la géo-
métrie, il est plus commode dans le cas présent d’introduire des paramétrisations non-conformes. Cela
permet par exemple de garder une même discrétisation du panneau lorsqu’on modifie la position d’un
raidisseur. La génération de maillages NURBS conformes est une procédure difficile à mettre en place, et
viendrait ici alourdir le processus d’optimisation. L’objectif de ce travail est donc le suivant : construire
une approche isogéométrique pour l’optimisation de forme de structures modélisées par plusieurs patchs
non-conformes.

Pour l’analyse, il se pose alors la question du couplage entre les paramétrisations non-conformes.
Plusieurs approches ont été proposées et peuvent être appliquées. Dans ce travail, nous modélisons le
comportement des structures à l’aide de coques de type Kirchhoff-Love [6]. Le traitement du couplage
des coques isogéométriques Kirchhoff-Love a été traité à l’aide de méthodes par pénalisation [7], par
multiplicateur de Lagrange [8], et les méthodes de Nitsche [9]. A la connaissance des auteurs, seules
les méthodes de couplage par pénalisation proposées jusqu’à présent permettent de coupler des coques
non-conformes qui s’intersectent avec un angle quelconque. Souvent, le cas particulier d’interface avec
continuité géométrique G1 entre les surfaces est considéré. On propose dans ce travail un couplage par
multiplicateur de Lagrange pour les coques isogéométriques Kirchhoff-Love pouvant s’intersecter avec
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des angles quelconques. L’intérêt majeur des approches par multiplicateur de Lagrange est leur lien
direct avec les méthodes de décomposition de domaine [10]. Cet aspect n’est pas traité ici mais a orienté
le choix de l’approche.

Nous introduisons l’approche développée de la manière suivante. Premièrement, la section 2 traite
de l’imposition de la variation de forme pour les géométrie mutli-patchs. Le principe de surface immer-
gée et de composition de NURBS est présenté. Cette représentation géométrique particulière nécessite
une nouvelle formulation coque Kirchhoff-Love, adaptation de la formulation isogéométrique existante.
La section 3 présente cette formulation ainsi que la méthode de couplage non-conforme. Finalement,
l’exemple d’un toit raidi présenté en section 4 démontre l’efficacité et le potentiel de l’approche.

2 Modèle géométrique versatile

On cherche ici à construire un modèle paramétrique de structures complexes généralement obtenues
par assemblage des plusieurs pièces. Afin de s’inscrire dans un processus d’optimisation de forme, il
est nécessaire d’éviter toutes étapes d’approximation géométrique, de reparamétrisation, et autres règles
géométriques sophistiquées. L’objectif est de pouvoir piloter simplement la forme de la structure.

2.1 Forme paramétrique d’objets complexes

(a) (b) (c)

FIGURE 1 – Portion de cylindre avec un raidisseur : (a) deux surfaces NURBS permettent de décrire cette géomé-
trie. Cependant le paramétrage de la forme est délicat : (b) modifier la position des points de contrôle
du raidisseur ou (c) ceux du cylindre déconnecte les deux pièces.

Les fonctions NURBS, largement utilisées dans les logiciels de Conception Assistée par Ordina-
teur (CAO), permettent de représenter des géométries complexes, présentant des courbures par exemple.
Considérons le cas d’une portion de cylindre sur laquelle est défini un raidisseur comme représenté en
figure 1. Chacun de ces deux objets peut être construit à l’aide d’une surface NURBS. Maintenant, imagi-
nons que nous voulons modifier la forme de ces deux objets afin d’améliorer le comportement mécanique
de la structure. Pour cela, il est communément adopté de modifier la position des points de contrôle. La
difficulté ici est illustrée en figure 1. Lorsqu’on modifie le raidisseur, le lien à l’interface avec la portion
de cylindre est perdu. Aussi, lorsqu’on modifie la portion de cylindre, le raidisseur ne suit pas les chan-
gements de géométrie. La raison est qu’il n’existe pas de lien explicite entre la géométrie du raidisseur
et celle du cylindre. Dans des cas simples, on peut imaginer des relations entre les points de contrôle des
différentes pièces, mais dans le cas général ce n’est pas envisageable.

2.2 Techniques avancées issues de l’infographie 3D

Pour remédier à la difficulté de paramétrage des structures complexes, nous introduisons le principe
de surface immergée. Dans le cas précédent de la portion de cylindre raidie (voir figure 1), l’idée est de
construire le raidisseur par composition d’une surface et d’un volume. Pour cela, une surface NURBS
est immergée dans l’espace paramétrique d’un volume NURBS. C’est la composition de ces deux trans-
formations qui va décrire la surface finale du raidisseur. Le volume NURBS est définit de manière à
garantir que la surface finale repose sur le cylindre. Pour cela, le volume peut être généré par extru-
sion de la portion de cylindre. Cette idée est illustrée en figure 2. En infographie 3D, ces techniques de
paramétrisations de forme emboîtées sont connues sous le terme Free-Form Deformation (FFD).

Maintenant, la forme est paramétrée et l’on peut la piloter simplement. Bouger les points de contrôle
de la surface immergée va modifier le raidisseur tout en garantissant la contrainte géométrique de contact
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FIGURE 2 – Construction d’une structure raidie en utilisant les surfaces immergées. La surface finale décrivant
le raidisseur est obtenu pour la composition d’une surface NURBS et d’un volume NURBS. Cette
construction garantit que le raidisseur repose parfaitement sur la portion de cylindre.

à l’interface. Aussi, il est possible de modifier la position des points de contrôle associés au volume afin
d’optimiser la forme globale de la structure. Les exemples de la section 4 illustrent ces possibilités et
montrent la généralisation du principe de construction présenté ici pour le cylindre avec un raidisseur.

3 Analyse et couplage de domaines

Pour répondre à des exigences du point de vue géométrique, nous avons introduit le principe de
surfaces immergées et de composition de fonctions NURBS. Désormais, il s’agit d’effectuer l’analyse
des structures ainsi construites. Le but est d’appliquer le concept de l’analyse isogéométrique, c’est à dire
d’utiliser directement le modèle géométrique pour effectuer l’analyse. Pour cela deux ingrédients sont
nécessaires : une formulation coque adaptée au composition de NURBS, et une méthode de couplage
pour des paramétrisations non-conformes.

3.1 Formulation coque pour les surfaces immergées

L’introduction de la composition de fonctions NURBS ne permet pas d’utiliser directement les for-
mulations coques connues. Une surface S obtenue par composition de NURBS n’est pas une surface
NURBS. Son expression est un peu plus compliquée, et est donnée par :

S(θ1,θ2) = V
(

S̄(θ1,θ2)
)

où :


V(ξ1,ξ2,ξ3) = ∑

i jk
Ri jk(ξ1,ξ2,ξ3)Pi jk, [volume NURBS]

S̄(θ1,θ2) = ∑
ab

R̄ab(θ1,θ2)Qab. [surface immergée]
(1)

Le volume NURBS V est construit à l’aide de fonctions de bases NURBS à 3 variables Ri jk et des
points de contrôle Pi jk. De manière similaire, la surface immergée S̄ est définit par de fonctions de bases
NURBS à 2 variables R̄ab et des points de contrôle Qab.

Nous proposons une formulation de type Kirchhoff-Love [6], particulièrement intéressante pour l’op-
timisation de forme de structures coques. Les hypothèses cinématiques conduisent à décrire le champ de
déplacement U de la coque uniquement à partir du champ de déplacement u de sa surface moyenne.
Ainsi, peu de degrés de liberté sont introduits et il en résulte des systèmes linéaires de tailles minimales.
Le champ des déplacements est donné par :

U(θ1,θ2,ζ) = u(θ1,θ2)+ζ [Φ×a3] (θ1,θ2), (2)

où ζ ∈ [- t
2 ; t

2 ], t étant l’épaisseur de la coque. Le vecteur unitaire normal à la surface moyenne a3 est
définit à l’aide des vecteurs covariants a1 et a2 associés à la surface paramétrée S. Ces vecteurs sont
déterminés par les relations suivantes :

a1 = ∑
k=1,3

[
S̄,θ1 · ek

]
V,ξk

(
S̄
)
, a2 = ∑

k=1,3

[
S̄,θ2 · ek

]
V,ξk

(
S̄
)
, a3 =

1
J

a1×a2, (3)
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FIGURE 3 – Formulation Kirchhoff-Love immergée. Le champ des déplacements est approché par la même pa-
ramétrisation que la surface immergée S̄. Cependant cette surface ne décrit pas la géométrie de la
coque mais une transformation volumique supplémentaire est appliquée. La configuration déformée
est obtenue en additionnant le champ des déplacements à la composition de NURBS.

où J = |a1×a2|. Le taux de rotation Φ de la normale à la surface est donné par :

Φ= ϕ1a1 +ϕ2a2, avec ϕ1 =
1
J
u,θ2 ·a3 et ϕ2 =−

1
J
u,θ1 ·a3. (4)

Il reste à décrire le champ de déplacement de la surface moyenne u. L’application de la méthode de
Galerkine pose la question de l’espace d’approximation V h du déplacement. Le principe isoparamétrique
n’est pas applicable pour les compositions de NURBS. Pour construire cet espace d’approximation, deux
choix apparaissent envisageables :

1. utiliser les fonctions de base associées à la transformation volumique :

uh(θ1,θ2) = ∑
i jk

Ri jk
(
S̄(θ1,θ2)

)
Ui jk, (5)

2. utiliser les fonctions de base associées à la surface immergée :

uh(θ1,θ2) = ∑
ab

R̄ab(θ1,θ2)Uab. (6)

Le premier choix constitue une approche immergée. Les degrés de liberté sont imposés sur les points
de contrôle du volume dans lequel est immergée la surface. Ces approches nécessitent une attention
particulière pour ne pas obtenir un système mal-conditionné. Cela est dû aux supports compacts des
fonctions de base. Dans l’équation (5), il se peut que l’image de la surface immergée S̄ n’intersecte
pas le support de certaines fonctions de base Ri jk. Ainsi, les degrés de liberté associés à ces fonctions
sont inactifs et doivent être retirés du système d’équations. Ici nous adoptons la seconde approche où
le déplacement est approché à l’aide de la paramétrisation de la surface immergée. Cette approche a
l’avantage de conduire à des système de petite taille car les fonctions de base sont celles d’une surface
(et non d’un volume comme dans le premier cas). Avec ce choix d’approximation des déplacements (6) et
les quantités définies dans les équations (1) à (4), il est désormais possible de construire un élément coque
de type Kirchhoff-Love où la surface moyenne est décrite par composition de NURBS. Les expressions
du champ des déformations, des contraintes et la matrice élémentaire ne sont pas données ici. Le lecteur
intéressé pourra se référer à la formulation coque Kirchhoff-Love initiale [6] et remplacer les quantités
évoquées par les expressions données ici. Un aperçu global de l’approche est décrit en figure 3.

3.2 Couplage de discrétisations non-conformes

Les structures raidies sont naturellement modélisées par plusieurs patchs : plusieurs surfaces NURBS
et/ou compositions de NURBS. Pour pouvoir analyser la structure complète il faut donc coupler ces
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FIGURE 4 – Couplage par multiplicateurs de Lagrange de deux domaines non-conformes à l’interface.

patchs. Les discrétisations sont généralement non-conformes aux interfaces (voir figure 4), et les condi-
tions de raccords sont alors nécessairement imposées faiblement. Considérons le cas de deux domaines
Ω1 et Ω2 modélisés par des coques dont l’intersection Γ décrit une courbe (cas sans recouvrement). Les
conditions cinématiques de raccord s’écrivent ainsi :{

u1 = u2 sur Γ, [3 déplacements]
Φ1 · t =Φ2 · t sur Γ. [1 rotation]

(7)

A l’interface, on impose la continuité des déplacements. De plus, on impose la continuité de la rota-
tion par rapport à la tangente à l’interface t. Il existe différentes méthodes pour imposer faiblement ces
conditions cinématiques. On peut citer les approches de couplage par pénalisation, par multiplicateur de
Lagrange ou encore les méthodes de Nitsche. Dans ces travaux, nous adoptons une méthode de couplage
par multiplicateurs de Lagrange. On introduit deux multiplicateurs de Lagrange λ ∈ Ld et µ ∈ Lr (Ld et
Lr étant des espaces Ad hoc pour les déplacements et la rotation respectivement). Le principe variationnel
écrit sous forme discrète donne le système linéaire à résoudre :

K1 0 CT
1 ZT

1

0 K2 CT
2 ZT

2

C1 C2 0 0

Z1 Z2 0 0




U1

U2

Λ

M

=


F1

F2

0

0

 , (8)

où les vecteurs U1, U2, Λ et M collectent les degrés de liberté des discrétisations de u1, u2, λ et µ
respectivement. Les opérateurs de couplage pour les déplacements Cs et les rotations Zs sont des ma-
trices rectangulaires creuses. Comme les matrices de rigidité Ks, elles sont obtenues par assemblage de
matrices locales et traduisent les conditions données dans l’équation (7). Finalement, les méthodes de
décomposition [10] de domaine peuvent être utilisées pour résoudre efficacement le système (8).

4 Application pour l’optimisation de forme

4.1 Généralités

Dans les sections précédentes, nous avons construit un modèle permettant de paramétrer la forme et
d’analyser des structures multi-patchs. L’utilisation de ce modèle est particulièrement intéressant pour
résoudre des problème d’optimisation de forme. Ici, nous étudions le problème de minimisation de la
compliance sous contrainte de masse maximale. Ce problème prend la forme mathématique suivante :

minimiser f (s) =
1
2

F(s) ·U(s) soumis à sl ≤ s≤ su,

V (s)≤V0,
(9)

où s ∈ Rn est le vecteur collectant les n variables de design (ou de conception). Ces variables modifient
la position des points de contrôle associés aux NURBS, paramétrant ainsi la forme de la structure. Les
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bornes inférieures sl et supérieures su délimitent l’espace de conception. Le volume de la structure V est
inférieur à un volume donné V0 (souvent celui de la configuration initiale). A masse volumique constante,
cela revient à limiter la masse de la structure.

Le problème d’optimisation (9) est résolu dans ces travaux à l’aide d’algorithme basé sur le gradient.
Le fait d’avoir combiné la modélisation géométrique et l’analyse dans un seul modèle permet de calculer
les gradients analytiques (discrets dans notre cas) de la compliance et du volume par rapport aux va-
riables de design [2]. Dans ces travaux, l’algorithme d’approximations quadratiques successives SLSQP,
disponible dans la librairie scientifique scipy, est utilisé.

4.2 Optimisation globale d’une structure raidie

On s’intéresse ici au cas d’un toit auquel est fixé deux raidisseurs curvilignes. Initialement, le toit
est représenté par une plaque carrée. Ses quatre coins sont fixés et la structure est soumise à une pres-
sion uniforme verticale. Les raidisseurs sont construits par composition de NURBS où la transformation
volumique est générée par extrusion de la surface NURBS définissant la plaque carrée.

L’intérêt de cette construction est la possibilité de modifier la forme du toit tout en garantissant que les
raidisseurs suivent ces modifications de forme. Durant l’optimisation les raidisseurs reposent constam-
ment et parfaitement sur la surface représentant le toit. Pour cela, les variations de forme sont imposées
au travers des points de contrôle de la transformation volumique. Les surfaces immergées sont conte-
nues dans le volume et subissent automatiquement la variation de forme globale (voir figure 5). C’est le
concept de Free-From Deformation largement utilisé en optimisation aérodynamique par exemple.

0.00 0.375 0.750 1.125 1.50
Disp Magnitude [x1e-05]

iter=15 iter=30 iter=60

FIGURE 5 – Résultats pour le problème du toit muni de deux raidisseurs. A gauche, modification de la forme
imposée par le mouvement vertical des points de contrôle du volume (points rouges). Le champ de
couleurs quantifie cette variation de forme. A droite, le modèle d’analyse de la géométrie finale.

Des résultats du problème d’optimisation sont présentés en figure 5. L’évolution de la forme du
toit est donnée pour différentes itérations de la résolution. On note que le modèle d’analyse (maillage
fin représenté en figure 5) est obtenu par raffinement du modèle d’optimisation sur lequel sont définies
les variables de design. Le niveau de raffinement est choisi de manière à garantir une bonne qualité de
résolution. Les fonctions NURBS jouissent de procédures de raffinement simples à mettre en place et
peu coûteuses (applications linéaires) [1]. Finalement, le comportement de la géométrie optimale est
bien meilleur au regard du problème considéré (9). La compliance relative de la géométrie finale est de
Copt/C0 = 2.217e-3 pour les paramètres utilisés ici.

5 Conclusions et Perspectives

L’approche développée dans ce travail permet d’appliquer le principe d’optimisation isogéométrique
de forme sur des structures complexes, composées par exemple de plusieurs pièces. L’intérêt pour le
concepteur est réel : un lien étroit entre le modèle géométrique et celui d’analyse permet indéniablement
d’accélérer la phase de prototypage par exemple. Cela peut être un outil intéressant dans un contexte
d’optimisation multidisciplinaire. La communication entre les différentes disciplines est facilité lorsque
le modèle utilisé par chacune d’elles est identique. La composition de NURBS donne accès à des para-
mètres globaux associés à la forme globale de la structure, mais également des paramètres locaux per-
mettant de modifier des pièces spécifiques tout en garantissant automatiquement le respect de contraintes
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géométriques imposées par les pièces environnantes.
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