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Résumé :

Un modele élément fini est proposé dans ce travail pour 1’étude du comportement statique et vibratoire des
structures de poutres multicouches constituées de matériaux a gradient de propriétés (FGM). Les propriétés
matérielles des FGM sont supposées varier en fonction de la fraction volumique de ses constituants. Le modéle
est basé sur la théorie classique de poutre (CBT) et de cisaillement de Timoshenko du 1 ordre (FOBT) et
d’ordre élevé (HOBT). Le couplage flexion membrane est pris en compte. Les différents modéles implémentés
sont validés par des résultats de la littérature et des simulations numériques sur Abaqus.
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1. Introduction

Les structures en matériaux composites sont trés souvent utilisées dans les domaines d’ingénierie pour leur
qualité et leur haute performance a résister aux diverses sollicitations. La demande en qualité sans cesse
croissante de ces composites donne naissance a un nouveau type de matériaux dont les propriétés varient de
facon graduelle et continue suivant une ou deux directions de la structure. Ces matériaux a gradient de propriétés
(Functionally Graded Materials FGM) sont 1’objet de recherche intensive. Leur utilisation est appelée a se
développer avec I’utilisation des composites et les récents développements des techniques d’impression 3D.
Ces structures sont trés sensibles a I’effet du cisaillement aussi bien en statique qu’en dynamique. En dynamique
I’effet amortissant joue un réle important en présence des structures sandwich avec une couche viscoélastique.
Les modeles de cisaillement de premier ordre (FOBT) et d’ordre élevés (HOBT) les plus adaptés sont décrits
dans les travaux de Reddy, Onate et Touratier [1-3]. L application de ces modéles en vibration libre est faite
par Lee [4] ot la méthode de matrice de transfert y est appliquée. Aydogdu [5] étudie la vibration libre des
poutres FGM en se basant sur la méthode de résolution de Navier. Récemment Nguyen &al [6] ont développé
un modéle élément fini pour la flexion des poutres FGM ou le cisaillement est pris en compte. Le comportement
des poutres sandwich 3D est étudié par Kim & al [7]. Les précédents travaux ont certainement contribué a une
bonne compréhension du comportement des structures FGM, mais il est important a noter que la plupart de ces
travaux sont limités a la flexion pure. Les effets du déplacement axial et le couplage flexion-membrane restent
tres peu abordés. Dans ce travail, un modele élément fini est proposé pour 1’étude statique et dynamique des
structures de poutres FGM avec une attention particuliére aux phénoménes de couplage membrane flexion qui
apparaissent dans le cas des sections non symétriques de poutre trés peu discutés dans la littérature des structures
composites. L’effet des conditions aux limites et la disposition matérielle non symétrique des couches sur le
comportement sont étudiés.



2. Formulation théorique et numérique
2.1 Cinématique et loi de comportement

On considére une poutre FGM de longueur L d’épaisseur b

et de hauteur h (Fig. 1). Le matériau FGM utilisé dans ce travail

est constitué de métal et de la céramique. Les propriétés I_
h

effectives P(z) de ce matériau composite dans la section varient

en fonction de la fraction volumique de la céramique suivantla ¢ ';IRJ
relation de la loi de puissance donnée dans [4] par : L ’
Figure 1: Poutre FGM
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Ou P et P, représentent les propriétés matérielles respectives de la céramique et du métal. V¢(z) est la fraction
volumique de la céramique et k un indice réel positif de la loi de puissance. Cette fraction volumique dépend du
type de section considéré. Trois types de sections sont étudiés dans ce travail (Fig. 2a-c).
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La variation de la fraction volumique en fonction de I’indice de puissance k pour chacune des sections
considérées est représentée sur la Figure 3a-c.
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Figure 3 : Variation de la fraction volumique V. en fonction de I'indice k pour les sections A, B et C.
La notation (hi-h2-h3) note la hauteur respective de chaque couche par rapport a la hauteur totale de la section.

2.2 Formulation variationnelle de I’équilibre et des équations de mouvement

Pour la poutre FGM présentée ci-dessous (Fig.1), on note le déplacement axial et vertical de la ligne de référence
par u(x,t) et w(x,t). Les déplacements d’un point M de la section obéissent a la cinématique suivante :

{UM (%, z,t) =u(x,t) —zw'(x,t) + T (2)p(x,t)

W, (X, z,t) = w(x,t) ©)

¢ désigne I’angle de rotation. (.)’ note ’opérateur dérivée par rapport a X. La fonction f(z) est spécifique du
modele d’analyse adopté sans cisaillement (CBT), cisaillement classique du 1¢" ordre (FOBT) ou d’ordre élevé
(HOBT). Les composantes du vecteur déformations sont :
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La loi de comportement élastique linéaire est adoptée. Les contraintes axiales et de cisaillement sont :
0, () =E()&,
Xz = E(Z) gXZ = G(Z)EXZ (7)
21+v)



Ou E et G représentent les modules d’élasticité axiale et de cisaillement. Ces constantes sont ici variables dans
la section. Les équations gouvernant le mouvement de la structure et 1’équilibre de la poutre sont dérivés a partir
du principe d’Hamilton basé sur les énergies de déformation U et cinétique T :

(8)

Figure 4 : section FGM multicouche

(zi , zi+1) représentent les cordonnées de la-couche i. En tenant compte de la cinématique (5), les variations des
énergies de déformation oU et cinétique ST sont données par :
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En vibrations libres, les solutions sont sous la forme :
u(x,t) =u(x)e"; w(x,t) =w(x)e'"; @(x,t) = g(x)e' (11)

o la pulsation propre, I’équation du mouvement se réduit a la forme matricielle suivante :
J{or} [HT[DI[H]{Sr} dx+ [{Sy} [H] [D.][H ]{sy} dx (12

—” [({osa}' (M H{a} +[ML]{y}) +{ov} (M. [{w} +[M,]{a}))dx =0
Dans cette expression, Dy et Ds sont les matrices de comportement de flexion et de cisaillement. M; M, et M3
sont des matrices de masse. Les vecteurs de travail {y}, {q} et {y} sont définis par :

{y}t:{u' w4 ow ¢}, (gl ={u w ¢} et {y/}lz{u' w ¢'} (13)

2.2 Formulation élément fini

Une formulation élément finis de poutre est adoptée pour discrétiser le systéme (12) sans cisaillement (CBT)
ou avec cisaillement (FOBT) ou (HOBT). Pour ces théories, on considére des éléments poutres a 2 nceuds avec

les degrés de liberté suivants :
- CBT : Pour ce modéle, le cisaillement n’est pas pris en compte, la fonction f(z) de la cinématique (5) est nulle.

Les degrés de liberté associés aux nceuds sont :
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- FOBT et HOBT : Ces modeéles tiennent compte du cisaillement. Ils se différencient au niveau de I’expression
de la fonction de cisaillement f(z) dans I’EqQ. 5. Les degrés de liberté associés aux nceuds sont :
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L’équation de mouvement des vibrations libres se résume a la forme suivante :
(Ko ]+[K.]-*[M] =0 (10)

M désigne la matrice de masse totale. K et Ks désignent respectivement les matrices de rigidité de flexion et
de cisaillement. Les différentes matrices élémentaires sont calculées par intégration numérique. Néanmoins,
dans le cas du cisaillement et afin d’éviter le phénomeéne de verrouillage numérique couramment appelé « Shear
Locking » présent avec le modele de Timoshenko, 1’intégration réduite est utilisée pour le calcul de la matrice
de rigidité de cisaillement [Ks]. Des applications numériques de ces modeles sont étudiés ci-apres.

3. Résultats et discussions
3.1 Exemple de validation

Dans cette partie du travail, on considéere une poutre FGM sandwich a 3 couches traitées dans [8], notée section
B. Les rapports de couche (1-2-1) et (2-2-1) sont considérés dans la validation. La poutre est soumise a
différentes conditions aux limites (Fig. 5). La céramique et I’aluminium constituant les matériaux FGM ont pour
propriétés respectives : Céramique : Ec=380 GPa, 1.=0.3, p:=3960 kg/m?®; Aluminium : Ex=70 GPa, 1=0.3,
om=2702 kg/m?3.
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Figure 5 : Différentes conditions aux limites.

La premiere fréguence propre adimensionnelle en vibrations libres obtenue par [8] est comparée avec les
résultats obtenus par la méthode des éléments finis développée dans ce travail. Les résultats issus de la théorie
classique des poutres (CBT), le modéle de Timoshenko du 1*" ordre (FOBT) et le modéle de cisaillement d’ordre
élevé (HOBT) sont donnés dans le tableau 1, en fonction de I’indice de puissance Kk, de 1’élancement de la
poutre A=L/h pour les 2 conditions d’appuis. On note le bon accord entre les modeles numériques développés
ici avec ceux de la référence [8]. Un écart important est observé entre les modéles de cisaillement et le modeéle
(CBT) dans le cas des poutres courtes (A4=5). Les différents modeles donnent les mémes résultats dans le cas
des poutres élancées (ici A=20). Cela prouve les limites de cette méthode dans I’étude du comportement des
poutres FGM.



A=5 A=20

couches k Modeles S-S C-F S-S C-F
CBT (FE) 5,3953 1,9385 54777 1.9525
CBT [9] 5.3955 1.9385 5.4780 1.9525

0 FOBT(FE) | 51907 | 19015 | 54632 | 1,9500
HOBT(FE) | 51526 | 1,8952 | 54603 | 1,9496
HOBT[9] | 5.1528 | 1.8953 | 5.4605 | 1.9500

121 CBT (FE) | 3,3018 1,1849 3.3451 1.1923
CBT[9] 3.3020 | 1.1850 3.3455 1.1925

10 | FOBT(FE) | 3,2360 | 1,1732 3,3406 1,1915

HOBT(FE) | 32356 | 1,1733 3,3406 1,1915

HOBT[9] | 3.2358 | 1.1735 3.3410 1.1915

CBT(FE) | 53953 | 1,9385 5.4777 1.9525

CBT[9] 53955 | 1.9385 5.4780 1.9525

0 FOBT(FE) | 5,1907 | 1,9015 5,4632 1,9500

HOBT(FE) | 5,1526 | 1,8952 5,4603 1,9496

201 HOBT[9] | 5.1528 1.853 5.4605 1.9500

CBT (FE) | 3,1180 | 1,1210 | 3.2740 | 1.1283
CBT [9] 31228 | 1.1210 | 3.1660 | 1.1285
10 | FOBT(FE) | 3,0575 | 11102 | 32694 | 1,1276
HOBT(FE) | 3,1636 | 11106 | 32694 | 1,1276
HOBT[9] | 3.1638 | 1.1108 | 3.2695 1.275
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Tableau 1: Premiéres fréquences propres adimensionnelles & =

3.2 Couplage flexion-membrane

Pour des sections non-symétriques, un effet de couplage entre la flexion et la membrane apparait. Trés peu
d’études abordent cet aspect du comportement des structures FGM. Nous présentons dans cette partie les
résultats obtenus avec une poutre en appui simple de section symétrique B (1-2-1) et non symétrique B (3-2-1)
en statique. La poutre a pour élancement L/h=20 et est sous chargement réparti en flexion q,=10°kN/m avec
k=5. Les Fig 8 et 9 illustrent cette comparaison. La Fig. 8 concerne le comportement statique d’une poutre a
section symétrique (Fig.8a) et celle d’une section non symétrique (Fig.8b). Le comportement de la lere section
est en flexion pure. Dans la section non symétrique le couplage flexion membrane est présent. L’ampleur du
phénomene de couplage dépend de la symétrie de la section droite de la poutre. Ce phénomeéne est aussi bien
observé en statique qu’en dynamique. Le tableau 2 illustre I’effet de couplage sur les 2 premiers modes de
vibration. Dans le cas de la section symétrique, 1’effet membrane n’a pas d’incidence sur les modes de vibration
de flexion. Dans le cas de la section non symétrique, le couplage membrane flexion est fort.



Figure 2a: Comportement statique en flexion d’une poutre FGM a section symétrique B (1-2-1): pas de couplage
flexion-membrane
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Figure 8b : Comportement statique en flexion d’une poutre FGM a section non symétrique B (3-2-1) : couplage
flexion-membrane

Section symétrique (1-2-1), k=5,4=5 Section non symétrique (3-2-1), k=5,4=5
Mode 1et?2 ) @, @, o,
Sans couplage 3.10 11.39 297 10,28
Avec couplage 3.10 11.39 321 10,68

Tableau?2 : Deux premiéres fréquences adimensionnelles de vibrations libres d’une poutre a section symétrique
et non symétrique

4, Conclusion

Des modeéles éléments finis de poutre sans cisaillement (CBT) et avec cisaillement de 1*" ordre et d’ordre élevé
(FOBT, HOBT) ont été développés pour les structures composites a matériau FGM. Ces modeles permettent
d’étudier le comportement statique et dynamique vibratoire. Les matrices d’équilibre sont calculées par
intégration numérique ou I’intégration réduite est appliquée dans la partie cisaillement afin d’éviter le
verrouillage numérique. Le couplage flexion- membrane est pris en compte. Ces modeles ont été validés par
comparaison aux solutions de la littérature at aux simulations sur Abaqus. L’effet de cisaillement est important
dans le cas des poutres a élancement réduit. Les limites des modeles sans cisaillement sont soulignées. De méme,
le couplage flexion membrane est important dans le cas des structures FGM a répartition matérielle non
symétrique. L’effet membrane controle le comportement en flexion des poutres FGM. Ce travail continue en
injectant une loi de comportement viscoélastique. L’effet du cisaillement est trés important dans le cas des
matériaux a cceur viscoélastique et a faible module d’¢élasticité impliquant une dépendance en fréquence de la
rigidité. Les modéles numériques développés s’appliquent aussi bien aux composites multicouches a
comportement élastique ou viscoélastique et aux matériaux FGM.
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