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Résumé — Les méthodes discrètes actuelles permettent de modéliser un comportement mécanique
continu à partir d’un ensemble de liens mécaniques reliés entre eux. Les méthodes lattice en sont un bon
exemple. L’inconvénient majeur de cette approche est la nécessité de réaliser des opérations de calibra-
tions préalables pour relier le comportement mécanique émergent attendu aux paramètres rhéologiques
du lien qualifié de ’microscopique’. Il est proposé dans ce travail d’utiliser une technique de réduction
de réduction de modèle déjà éprouvée pour les analyses paramétriques : la décomposition propre géné-
ralisée (PGD). Les résultats sur un milieu discret composé de poutres élastiques ont montré l’efficacité
de cette technique pour établir des abaques de calibration. Plusieurs hypothèses sur le comportement de
ces structure ont aussi pu être vérifiées.
Mots clés — DEM, milieux discrets, calibration, PGD, lattice, poutre élastique

1 Introduction

L’approche discrète a initialement été développée pour les milieux granulaires [1]. Elle consiste à
faire le bilan d’efforts de contacts sur une multitude d’éléments dits ’discrets’ et généralement sphériques.
Le suivi de la position de ces éléments au cours du temps est ensuite réalisé via une intégration des
accélérations, dans le cas de la dynamique des contacts régularisés [2]. Cette approche a été élargie aux
milieux continus et homogènes par plusieurs auteurs [3, 4, 5], entre autres..., au moyen de liens cohésifs.
Dans ces différents travaux, ces liens sont positionnés grâce à leurs extrémités nodales. La position de
ces noeuds est obtenue via différents algorithmes qui peuvent être regroupés en deux catégories :

— des algorithmes basés sur un problème d’empilement granulaire d’éléments discrets [6] ;
— des algorithmes basés sur une dispersion aléatoire d’un quadrillage régulier de noeuds [7].
Le domaine finale est donc un milieu dit ’discret’ mais ayant un comportement émergent continu et

homogène. L’avantage de ce type de représentation se trouve alors dans sa capacité à pouvoir facilement
(au sens numérique) représenter des mécanismes de fissuration et de contact.

Une calibration est néanmoins nécessaire pour relier les paramètres du lien cohésif à celui du maté-
riau homogène désiré [8, 9] . Dans les approches utilisant un lien élastique et une cinématique de poutre
de Bernouilli, la calibration relie ainsi le module d’Young, le coefficient de Poisson et le rayon de la
poutre (supposée cylindrique) au module d’Young et au coefficient de Poisson du matériau à simuler.

Actuellement, cette étape de calibration s’effectue à chaque nouveau travail de simulation et il
n’existe pas à la connaissance des auteurs d’abaques pour faciliter le mise en oeuvre numérique.

En se basant sur le travail de Prulière et al. [10], le travail proposé ici s’attache à développer une
approche de réduction de modèle basée sur la méthode ’Proper Generalized Decomposition’ (PGD) pour
construire en des temps de calcul très courts une abaque complète d’un milieux discret considéré. Cette
étude se limitera aux liens cohésifs de type poutre élastique et pour une stratégie de positionnement
des noeuds de type granulaire basée sur les travaux de André et al. [6]. Après avoir détaillé la mise en
oeuvre PGD paramétrique appliquée à un ensemble de poutres, les résultats de calibration seront ensuite
comparés à une référence de la littérature. Enfin, l’influence sur les courbes de calibration de la densité
de liens cohésifs au sein du domaine discret sera analysée.

1



2 Génération du domaine

2.1 Empilement granulaire

Dans ces travaux, la génération du domaine se base sur les travaux de André et al. [6, 9]. Un as-
semblage granulaire est réalisé dans une géométrie cylindrique en trois dimensions afin d’obtenir à la
fin la position des éléments discrets respectant des propriétés classiques de remplissage granulaire tel
qu’un nombre de coordination proche de 6.2. Ces propriétés d’agencement granulaires assurent un posi-
tionnement homogène des éléments dans un volume 3D. Ensuite, un lien cohésif est inséré entre chaque
particule en contact. La figure 1 représente le résultat final de cette opération de création de notre géomé-
trie initiale avec le positionnement des éléments discrets (dont le rayon est tiré aléatoirement selon une
loi gaussienne) avec le réseau de liens cohésifs résultant.

FIGURE 1 – Échantillon cylindrique (vue orthographique) issue d’un agencement granulaire 3D (à
gauche) et visualisation des liens résultants (à droite).

Dans la suite de ces travaux, les analyses de calibrations seront menées sur différentes densités de
poutres dans le même volume. La figure 2 présente trois densité différentes correspondants à un nombre
croissant de liens cohésifs.

(a) 1830 beams (b) 3105 beams (c) 33103 beams

FIGURE 2 – Trois échantillons de densité de liens croissantes (600, 1000 et 10000 poutres).

2.2 Modèle de poutre

Une poutre standard de Bernoulli est considéré par la suite avec les coordonnées de son repère local
(x,y,z) défini tel que la longueur de la poutre soit suivant l’axe ~x. Les déplacements et rotations sont
notés respectivement : u, v, w, θx, θy, et θz et le vecteur dit ’déplacement’ devient :

~u =



u
v
w
θx

θy

θz

 (1)

On utilise des poutres cylindriques de longueur L et de diamètre D. Les moments quadratiques par rapport
aux axes y et z sont :

Iyy = Izz = I =
πD4

32
(2)

Le moment quadratique par rapport au centre de surface est donc J = I/2 et l’aire de la section est
S = π

4 D2. Le matériau constitutif des poutres est supposé avoir un comportement linéaire, élastique avec
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un module d’élasticité E et un coefficient de Poisson ν. Le second coefficient de Lamé est donc :

µ =
E

2(1+ν)
(3)

La forme faible de l’équation d’équilibre de la poutre en négligeant les effets d’inertie est donnée
par : ∫ L

0
ES

du∗

dx
du
dx

+
µI
2

dθ∗x
dx

dθx

dx
+EI

dθ∗y
dx

dθy

dx
+EI

dθ∗z
dx

dθz

dx
dx = Wext(~u∗) (4)

Wext(~u∗) est le travail virtuel associé au chargement exterieur. En négligeant la déformation liée au
cisaillement transverse, les rotations de section sont liées aux déplacements par : θy =

dw
dx et θz =

dv
dx .

3 Proper Generalized Decomposition for a parametric Bernoulli Beam

3.1 Parametric Proper Generalized Decomposition approximation

Pour construire l’ensemble des solutions dans l’espace des paramètres considérés, nous cherchons
les solutions de l’Eq. (4) pour des valeurs de E dans l’intervale [Emin,Emax], pour des valeurs de ν dans
l’invervale [νmin,νmax] et pour des valeurs de D dans l’invervale [Dmin,Dmax]. E, ν et D sont supposés
constantes le long de la poutre.

Plusieurs stratégies sont envisageable pour construire l’ensemble des solutions paramétriques du
problème (surfaces de réponses, Monte-Carlo, ...). L’idée de la PGD paramétrique telle que détaillée
dans [10] est de considérer les paramètres comme des coordonnées additionnelles. La solution est alors
recherchée sous forme approchée en séparant les variables suivant l’expression :

~u(~x,E,ν,D)≈
n

∑
i=1

~Fi(~x)×Gi(E)×Hi(ν)×Ki(D) (5)

où Gi, Hi et Ki sont des fonctions scalaires et Fi est une fonction vectorielle pour tout entier i ∈ [0,n].
~Fi est définie par :

~Fi =



Fu
i

Fv
i

Fw
i

Fθx
i

Fθy
i

Fθz
i


(6)

3.2 Formulation faible du problème global paramétrique

Comme dit, précédemment, on souhaite chercher une solution pour toutes les valeurs des paramètres
avec une seule simulation en traitant les paramètres comme des coordonnées additionnelles. Le problème
est donc formulé en dimension 6 : 3 dimensions pour l’espace (x, y and z) et 3 dimensions pour les
paramètres (E, ν and D). Bien sur, une poutre est modélisé par un domaine 1D, mais il faut noter qu’un
maillage DEM utilisé pour représenter un milieu continu est une structure lattice 3D dense avec un grand
nombre de degrés de liberté.

La formulation faible Eq. (4) est ainsi modifiée pour inclure les coordonnées paramétriques :∫ Emax
Emin

∫
νmax
νmin

∫ Dmax
Dmin

∫ L
0 E πD2

4
du∗
dx

du
dx +µ πD4

64
dθ∗x
dx

dθx
dx +E πD4

32
dθ∗y
dx

dθy
dx

+E πD4

32
dθ∗z
dx

dθz
dx dxdDdνdE = Wext(~u∗)

(7)

Il est bien connu que la résolution d’un problème en haute dimension est extrêmement coûteuse
en raison de l’explosion du nombre de degrés de liberté, connu sous le nom de "malédiction de la di-
mension". Pour un problème 6D, en utilisant 100 noeuds par dimension, on doit traiter 1012 noeuds.
L’utilisation de l’approximation PGD Eq. (5) permet de traiter ce grand nombre de degrés de liberté.
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Comme le déplacement est approchée sous une forme séparée, on peut supposé qu’un champ virtuel
cinématiquement admissible doit aussi pouvoir s’écrire sous forme séparée :

~u∗(~x,E,ν,D) = ~F∗(~x)×G∗(E)×H∗(ν)×K∗(D) (8)

En introduisant les Eqs. (5) et (8) dans la forme faible Eq. (7) et en utilisant la définition de µ Eq. (3),
on trouve :

n

∑
i=1

Ψ(~F∗,G∗,H∗,K∗,~Fi,Gi,Hi,Ki) = Wext(~u∗) (9)

avec la fonction Ψ définie par :

Ψ(~F∗,G∗,H∗,K∗,~Fi,Gi,Hi,Ki) =(∫ L
0

dFu∗

dx
dFu

i
dx dx

)(∫ Emax
Emin

EG∗GidE
)(∫

νmax
νmin

H∗Hidν
)(∫ Emax

Emin
πD2

4 K∗KidD
)

+

(∫ L
0

dFθx ∗

dx
dFθx

i
dx dx

)(∫ Emax
Emin

EG∗GidE
)(∫

νmax
νmin

1
2(1+ν)H

∗Hidν

)(∫ Emax
Emin

πD4

64 K∗KidD
)

+

(∫ L
0

dFθy ∗

dx
dF

θy
i

dx dx
)(∫ Emax

Emin
EG∗GidE

)(∫
νmax
νmin

H∗Hidν
)(∫ Emax

Emin
πD4

32 K∗KidD
)

+

(∫ L
0

dFθz ∗

dx
dFθz

i
dx dx

)(∫ Emax
Emin

EG∗GidE
)(∫

νmax
νmin

H∗Hidν
)(∫ Emax

Emin
πD4

32 K∗KidD
)

(10)

La résolution du problème (9) est réalisée au moyen d’un algorithme itératif basé sur des enrichis-
sements successifs de la solution. A l’itération i, les fonctions sur chaque sous-domaine (Fi, Gi, Hi et
Ki) sont modifiées alternativement jusqu’à obtenir la convergence de l’itération. Cette approche se ré-
vèle performante dans notre cas. Pour plus de détails, le lecteur est invité à consulter les références :
[11, 12, 13].

4 Résultats

Toutes les erreurs de convergence des simulations de ce travail sont reportées sur la figure 3. Ces
résultats montrent la bonne convergence pour une erreur inférieur à 10−5, seuil d’erreur de convergence,
à partir de 20 à 40 itérations.
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FIGURE 3 – PGD error during each simulations presented in this work.

Le résultat du calcul PGD est représenté sur deux courbes (on parle ainsi du couple représentant un
abaque de calibration). Comme le montre les figures 4 et 5, il a été choisi de représenter le rapport des
modules des poutres et du matériaux homogène ainsi que le coefficient de Poisson homogène en fonction
du rapport (noté Radius ratio r̃) du rayon moyen des éléments discrets dans l’agencement granulaire sur
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celui du rayon de la poutre. Cette simplification de l’analyse paramétrique est issue de nombreuses autres
analyses qui ne seront pas détaillées dans ce papier.

Il est observée une influence du rapport de rayon sur les deux paramètres de calibration. Concernant
le rapport des modules, il n’est pas observé d’influence sur la densité des poutres alors que pour obtenir
l’effet Poisson de la structure émergente, une influence importante est observée.

Concernant l’évaluation du coefficient de Poisson, trois courbes correspondants à des faibles nombres
de poutres (inférieur à 300) présentent une allure non conforme à toutes les autres. Cet effet n’a pour
l’instant pas été analysé et provient certainement du calcul PGD.

Néanmoins, la figure 5 valide l’approche numérique et retrouvent bien les mêmes valeurs de calibra-
tion de André dans [6].
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FIGURE 4 – Convergence results on the number of beams on the calibration curves.
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FIGURE 5 – Comparison of the calibration curves with results from Andre [6] for 33103 beams.

Une analyse de l’influence du nombre de coordination (voir figure 6) a été réalisée. La figure 7
montre ainsi que la calibration d’une structure lattice est influencée aussi par la nature de la construction
du maillage, et de manière significative, que ce soit pour le rapport des modules, où un décalage vertical
des courbes est observé mais aussi pour l’effet Poisson où même les tendances sont différentes.
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(a) CN = 6 (b) CN = 9 (c) CN = 12

FIGURE 6 – Three different coordination number of beams for the same node positions.
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FIGURE 7 – Influence of the coordination number CN on the calibration.

5 Conclusion

L’utilisation d’une technique de réduction appliquée au problème de calibration de milieu discret se
révèle pertinente. Les temps de calcul très réduits ont ainsi permis de confirmer certains résultats de la
littérature mais surtout de fournir à la communauté des abaques de calibration pour un comportement
élastique homogène. Il conviendra par la suite d’analyser l’influence de la construction du maillage sur
la calibration ainsi que d’introduire des non-linéarités de comportement dans l’analyse PGD, notamment
des mécanismes visqueux et/ou irréversibles.
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