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Résumé — L’objectif de cet article est de présenter une nouvelle méthode de calcul par éléments finis
et ses applications a la simulation numérique des procédés thermomécaniques dans le repere 1ié aux sol-
licitations. Cette nouvelle approche repose sur des maillages en tétragdres linéaires et sur une technique
d’intégration nodale dont I’un des avantages est de ne plus présenter de phénomene de verrouillage en
élastoplasticité de von Mises. Des exemples de simulation de soudage et de laminage sont présentés pour
illustrer les possibilités de la méthode.

Mots clés — méthode des éléments finis, intégration nodale, repere 1ié aux sollicitations, soudage, lami-
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1 Introduction

Les simulations numériques de structure élastoplastiques par éléments finis en présence de matériaux
obéissant au critere de plasticité de von Mises (critere le plus couramment utilisé notamment pour des
matériaux métalliques) posent des difficultés particulieres liées a la condition d’incompressibilité plas-
tique imposée par le comportement du matériau. Cette condition d’incompressibilité qui doit est résolue
en chaque point d’intégration peut conduire a un phénomene de blocage lorsque le nombre de points
d’intégration devient surabondant par rapport au nombre de degrés de liberté du probleme.

Des formulations d’éléments finis ont ainsi été proposées pour palier a ces difficultés. Ces formula-
tions reposent généralement soit sur des schémas d’intégration numérique réduits, soit sur des formula-
tions mixtes du probleme [2]. En pratique, les formulations reposant sur des schémas d’intégration réduits
ne sont facilement applicables qu’avec des éléments hexaédriques. L’ absence d’outils de maillage auto-
matique avec ce type d’élément fini conduit alors les ingénieurs a des opérations de maillage fastidieuses
et coliteuses en temps humain. L’existence d’outils de maillage automatique en tétragdres confere a ce
type d’éléments finis un avantage économique indiscutable. De nouveaux éléments finis tétraédriques
ont été ainsi développés ces dernieres années sur la base de formulations mixtes du probleme [5][4][6].
Mais, la présence de degrés de liberté différents (déplacement et pression) voire celle de degrés de liberté
internes pour certains éléments, comme I’élément P1+P1, peuvent alors conduire a des surcolits en temps
calcul tres significatifs.

On congoit cependant que le choix des nceuds comme points d’intégration semble optimal. En effet,
dans un probléme tridimensionnel classique ou chaque nceud possede 3 degrés de liberté (les 3 compo-
santes du déplacement), si une condition d’incompressibilité doit étre résolue en chaque nceud, il demeure
encore un nombre de degrés de liberté égal a 2 fois le nombre de nceuds pour résoudre 1’équilibre de la
structure.

2 Intégration nodale

Cette idée se retrouve également dans le développement des méthodes sans maillage qui reposent sur
un nuage de points. Les chercheurs ont ainsi été amenés a développer des techniques d’intégration nu-
mérique des intégrales apparaissant dans les formulations faibles directement a partir du nuage de points.



Parmi ces techniques, la technique SCNI (Stabilized Conforming Numerical Integration) proposée par
Chen et al[7][8], Elmer et al[9] pour des calculs éléments finis sans maillage semble étre particulierement
performante. Le principe de la stabilisation est de considérer en chaque point une déformation calculée
en moyenne sur un volume environnant le noeud. Ces volumes peuvent étre obtenus par exemple a partir
d’une tesselation de Voronoi Figure 1.
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FIGURE 1 — Schéma de principe d’un domaine associé au noeud

L utilisation de la technique d’intégration SCNI sur des maillages en éléments finis a fait I’objet
de travaux récents [16][17] mais sa généralisation a des maillages quelconques en tétra¢dres est plus
récente[15].

La démarche que nous avons choisie est de nous appuyer sur un maillage quelconque en tétraedres
linéaires du domaine d’étude. Le domaine associé a un nceud est alors constitué par la réunion des sous
domaines définis comme sur la Figure 2 pour tous les éléments finis connectés au nceud. Le sous-domaine
est ainsi défini a partir du nceud, des milieux des arétes connectées au nceud, des centres de gravité des
faces contenant le noeud et du centre de gravité du tétragdre.

FIGURE 2 — Définition des domaines nodaux dans le cas de maillages en triangles et tétraedres

Les déformations nodales sont calculées en moyenne sur chaque domaine nodal (cf. Figures 1 et 2)
comme proposé par Chen et al Chen et al[7][8]. Nous obtenons ainsi (equation-1, equation-2) :
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Dans 1I’équation ci-dessus, Q,, représente le domaine d’étude attaché au noeud n, ®, est le volmue
de Q,, S, représente I’ensemble des éléments connectés au nceud n, QF est le domaine élémentaire qui
contient le noeud n.

Par application du théoreme de la divergence, les auteurs montrent que ces déformations peuvent
s’exprimer a partir d’une intégrale sur la surface englobant le domaine nodal. Si ce dernier point peut
constituer un avantage dans le cas des méthodes sans maillage car il évite de calculer et d’intégrer les
dérivées du champ de déplacement sur le volume nodal, 1’avantage est moindre dans un contexte élé-
ments finis, le calcul des déformations étant trés habituel a I’intérieur de chaque élément fini. On montre
d’autre part que dans un élément fini tétraédrique, les volumes des sous-domaines associés a chaque
noeud tels que définis Figure 2 sont tous égaux de sorte que le volume d’un sous-domaine est égal au
quart du volume de I’élément. Les déformations a I'intérieur de chaque tétra¢dre du premier ordre étant
constantes, il s’en suit que les déformations en un noeud peuvent &tre calculées comme les moyennes
des déformations associées aux éléments contenant ce nceud. Et 1’équation-2 montre I’équivalence de la
méthode SCNI formulation que EF classique, dans ce cas, de la méthode SCNI avec la méthode utilisée
dans [10] et [11].

L’ approche proposée présente de nombreux avantages. Outre 1’ utilisation systématique de tétracdres
et I’abscence de phénomene de verrouillage en élastoplasticité de von Mises, un autre avantage concerne
les problémes de transport de champs mécaniques entre 2 maillages qui sont facilitées car toutes les
grandeurs mécaniques sont ici calculées aux noeuds du maillage.

Mais ’approche possede aussi quelques inconvénients. Le premier résulte de la fagcon de calculer
les déformations nodales qui engendre des liens entre chaque noeud et tous ses premiers voisins. Il
en résulte des couplages entre seconds voisins des nceuds dans la matrice tangente du probleme alors
que la méthode des éléments finis classique ne conduit qu’a des couplages entre premiers voisins. La
matrice tangente cohérente avec la technique d’intégration nodale comporte donc plus de termes non
nuls que la matrice tangente classique et présente une largeur de bande également plus grande ce qui aura
des répercussions sur le temps de résolution des systemes linéaires. Mais en pratique, cet inconvénient
est en grande partie compensé par le fait que les équations de comportement sont dans cette approche
résolues aux noeuds et que le nombre de noeuds est beaucoup moins important que le nombre de points
d’intégration des éléments ou sont habituellement résolues ces équations. Le deuxieme inconvénient est
associé a la présence possible de modes "hourglass". Pour remédier a cet effet qui n’est pas systématique,
la technique proposée par Puso et Solberg [18] fournit de bons résulats en pratique, introduisant une
stabilisation comme dans I’equation-3 :
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Dans I’équation ci-dessus, Q représente le domaine d’étude, V* un champ de vitesse virtuel, d* =

1 pr— —T —
3 (grad v +grad 7*), 7v, les forces de volume, ?d les forces de surface et G, le tenseur des contrainte,

C.1qs désigne les contraintes calculées en supposant le comportement élastique, o désigne le parametre de
stabilisation et les deux intégrales [q ...dXpodar €t [ -..dXgauss dans le terme de stabilisation sont calculées
par intégration nodale et gaussienne respectivement.

3 Reésolution dans le référentiel lié aux sollicitations

De nombreux procédés thermomécaniques mettent en jeu des sollicitations mobiles comme le sou-
dage ou un mouvement de matiere comme le laminage. Dans ces situations, les champs thermiques et
mécaniques associés a ces procédés atteignent généralement un état stationnaire. Pour déterminer direc-
tement cet état stationnaire, 1’idée est alors de travailler dans une approche eulérienne et sur un maillage



réduit de la structure qui est itérativement ajusté pour représenter la matiere dans son état déformé.
De telles méthodes ont vu le jour au début des années 90[19][20][21], d’autres ont été proposées plus
récemment[22][23]. Mais I’efficacité de ces méthodes qui repose sur leur capacité a calculer directement
les états stationnaires est pour partie contrecarrée par les difficultés rencontrées pour faire converger les
calculs, en particulier en présence de grandes déformations mécaniques. D’autre part, certaines de ces
méthodes nécessitent des maillages structurés obtenus par translation d’une section dans la direction du
mouvement de la matiere, ce qui peut étre contraignant en pratique.

La méthode proposée ici s’apparente aux méthodes lagrangienne eulérienne arbitraire (ALE) [24]
tout en s’écartant assez sensiblement du formalisme habituel. Plut6t que de rechercher directement I’ état
stationnaire, I’'idée générale est ici de construire I’état stationnaire a partir d’une analyse transitoire en
faisant entrer pas a pas la matiere par I’amont et en la faisant sortir par I’aval d’un maillage fixe par
rapport aux sollicitations et de taille limitée. L’ état (quasi-)stationnaire n’est donc atteint qu’au bout d’un
certain temps d’analyse. Mais I’avantage principal par rapport a une analyse transitoire lagrangienne
classique ou les sollicitations se déplacent par rapport a la matiere réside dans le fait de travailler sur un
maillage de taille réduite et raffiné qu’a I’endroit ol se trouvent les sollicitations. Le fait de disposer des
états transitoires et de travailler sur des maillages quelconques sont également des avantages par rapport
a d’autres méthodes.

La simulation est réalisée pas a pas dans le temps. Ainsi pour un calcul a un instant t+Dt, 1’état
mécanique a I'instant t du point matériel coincidant avec un nceud a I’instant t+Dt, est exactement 1’ état
mécanique a I'instant t du point qui le précede sur sa trajectoire. Si V représente la vitesse de la matiere
en amont des sollicitations, pour retrouver le point précédent, il suffit d’effectuer une translation de -V.Dt
de la position du nceud dans le maillage initial. On recherche ensuite, pour chaque nceud, 1’élément fini
qui contient le point qui le préceéde sur sa trajectoire. L’ état mécanique a I’instant t de chaque nceud est
alors obtenu a partir d’une simple interpolation des valeurs nodales de 1’élément qui contient le point
précédent et des valeurs des fonctions de forme de I’élément en ce point. La résolution en chaque noeud
des équations de comportement a t+Dt est ensuite tout a fait classique.

4 Applications aux soudage et laminage en froid

La méthode a été d’abord appliquée sur un cas de soudage d’une plaque. Pour des raisons de symétrie,
seule la moitié de la plaque est représentée. La plaque est en acier austénitique 316L et a pour dimensions
0.2%0.02%0.005 m. Le maillage est ici obtenu en deux étapes : On construit tout d’abord une maillage
tridimensionnel en hexaedres par la translation d’une section puis tous les hexaedres sont découpés en
tétracdres.

Dans I’optique de déterminer 1’état mécanique stationnaire, un état thermique stationnaire est tout
d’abord calculé. Celui-ci est obtenue par la résolution d’un probléme de diffusion-convection préalable a
la simulation mécanique. La distribution de températures correspondante est donnée Figure 4. Les tem-
pératures nodales sont ensuite extraites de la simulation thermique et sont appliquées comme chargement
thermique pour calculer I’ état mécanique stationnaire en simulant le mouvement de matiére.
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FIGURE 3 — Etat thermique stationnaire (températures en degré)

La deuxieéme application est une application de laminage. Le cylindre est considéré rigide et fixé, le
contact est définit comme glissant. Pour simplifier le modele numerique et juste montrer sa capacité de
résoudre des probléemes en grande transformation, on va pas prendre ne compte le frottement. La Figure 5
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FIGURE 4 - Distributions des contrainte longitudinales (en Pa) (a gauche) et des contrainte de von Mises
(en Pa) (a droite)

donne le modele numérique utilisé et la composante de déplacement Ux (dans la direction de I’épaisseur)
a différents instants.
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FIGURE 5 — Modele numerique et isovaleurs du déplacement Ux en different moments.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons présenté dans une premiere partie, une nouvelle méthode des éléments
finis reposant sur une technique d’intégration nodale pour résoudre des problemes d’élastoplasticité de
von Mises. Le premier intérét de la méthode proposée est I’utilisation systématique de maillages en té-
tracdres facilement réalisables par a I’aide d’outils de maillage automatiques. Le deuxieme grand intérét
de la méthode est I’absence de phénomene de verrouillage en élastoplasticité de von Mises. Un troisieme
avantage concerne le probleme de transport des grandeurs mécaniques d’un maillage ver un autre qui est
ici facilité par le fait que toutes les grandeurs sont calculées aux noeuds.



Dans une deuxieéme partie, nous avons présenté, sur la base de 1’approche nodale, une nouvelle mé-
thode de résolution des états mécaniques dans un repere li€ aux sollicitations mobiles par rapport a la
matiere. Deux applications ont été présentées pour illustrer les possibilités de la méthode proposée.
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