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Résumé — Cette étude a pour but de développer des modèles réduits pour des structures tournantes géo-
métriquement non linéaires avec du contact frottant. Les vibrations autour de l’équilibre statique induit
par la rotation sont considérées comme non linéaires. Une base de projection de type Craig-Bampton
est utilisée. Le contact frottant est implémenté sur les nœuds d’interface avec la méthode de pénalisation
et la loi de frottement de Coulomb. L’influence de ces non linéarités est étudiée sur un oscillateur de
Duffing. Un modèle réduit linéaire prenant en compte le contact frottant a été également mis en œuvre.
Mots clés — Modèles d’ordre réduit, non linéarité géométrique, contact frottant.

1 Introduction

Les structures tournantes sont largement utilisées dans des applications industrielles telles que les
turbomachines, les pales d’hélicoptères et les éoliennes. La tendance à la conception des composants
structuraux plus minces, plus souples et plus légers sous des excitations d’intensité plus élevée augmente
le comportement non linéaire de ces composants. Ainsi, la nécessité de prédire avec précision la réponse
dynamique des structures géométriquement non linéaires devient essentielle pour le concepteur.

Pour réduire le coût de calcul des modèles non linéaires d’éléments finis de grande précision, certains
chercheurs ont développé la construction de modèles non linéaires d’ordre réduit (ROM). Cependant,
sans techniques spéciales pour créer des modèles réduits efficaces et capables d’évaluer les matrices du
système de façon autonome lorsque la structure se déforme, le coût de calcul devient équivalent au temps
nécessaire pour effectuer l’analyse d’éléments finis de grande taille, ce qui diminue les avantages de la
réduction de modèles. Une approche efficace de l’analyse structurale non linéaire réalisée dans [1] per-
met de représenter les forces internes par une formulation polynomiale du troisième ordre en fonction
des déplacements. Cette méthode est connue sous le nom de “Stiffness Evaluation Procedure” (STEP).
Les coefficients de la représentation polynomiale sont obtenus par une série de calculs statiques obtenus
avec le modèle éléments finis complet. Comme une extension de la méthode STEP, les modèles d’ordre
réduit “non intrusifs” ont été examinés par [2] et validés pour la prédiction de la fatigue, les calculs
stochastiques non linéaires, les analyses de flambement et les structures complexes. La procédure d’éva-
luation de la rigidité des éléments (E-STEP) généralise la procédure STEP aux problèmes d’optimisation
permettant la paramétrisation de la procédure d’évaluation de la raideur. L’hyper-réduction et la linéa-
risation par morceaux [3, 4] sont des techniques alternatives pour faciliter les problèmes de calcul des
matrices du système.

Dans le cadre des structures tournantes les vibrations des poutres linéaires ont été largement étu-
diées, étendues à l’étude de modèles de poutres géométriquement non linéaires encastrées et adaptées
aux structures tournantes. L’effet de la rotation crée un couplage entre les mouvements axiaux et trans-
versaux. Basé sur une formulation de von Karman, un modèle réduit pour une poutre en rotation est
effectué grâce aux modes non linéaires et des variétés invariantes [5]. Une étude de comparaison entre
plusieurs modèles d’une poutre tournant en termes de précision et de validité est présentée par [6]. Ces
modèles sont principalement utilisés dans l’étude des pales d’hélicoptères, de turbomachines [7], des mo-
délisations de poutres minces, de coques minces et des interactions fluide-structure. Une formulation par
éléments finis des structures tournantes est présentée dans [8]. La nécessité de développer des modèles
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éléments finis 3D pour l’étude dynamique de structures tournantes est mis en évidence dans [9].
Les phénomènes de contact frottant ont été largement étudiés dans la littérature. Une des appli-

cations des techniques de synthèse modale [10, 11] est la réduction de la taille du système qui permet
d’inclure certains déplacements physiques dans les coordonnées généralisées du modèle réduit. Ces tech-
niques sont largement utilisées pour l’étude mécanique de structures assemblées. Le modèle d’hystérésis
d’Iwan [12] est utilisé pour modéliser le contact. Petrov [13] a proposé une formulation analytique pour
représenter les vecteurs de forces de contact et la matrice de rigidité du frottement non linéaire dans le
domaine fréquentiel pour l’analyse des vibrations multi-harmoniques. Puis une étude expérimentale et
numérique pour analyser les réponses forcées dans les roues d’aubages désaccordées a été mise en œuvre
[14].

Dans cette étude un modèle réduit de structures tournantes qui prend en compte à la fois les non
linéarités géométriques ainsi que les non linéarités de contact frottant est développé. Une étude paramé-
trique sur l’influence de ces non linéarités est mise en œuvre en utilisant un oscillateur de Duffing. La
réponse forcée d’une poutre mince avec contact frottant est étudiée (de manière préliminaire) avec un
modèle réduit linéaire.

2 Construction du modèle réduit

Cette section présente une introduction des concepts théoriques pour le développement du modèle
réduit proposé. Dans un premier temps l’équation de la dynamique des structures tournantes avec non-
linéarités de type géométrique et contact frottant est introduite. Deuxièmement, la base réduite utilisée
pour diminuer la taille du modèle éléments finis est présentée. Troisièmement, les forces non linéaires
réduites sont définies. Finalement, le modèle d’ordre réduit est construit et son équation de mouvement
est définie.

2.1 Dynamique du modèle éléments finis haute fidélité

L’équation de la dynamique discretisée par éléments finis dans le repère tournant [8] avec non linéa-
rités de type géométrique et de contact frottant s’écrit :

Müp +[C+G(Ω) ] u̇p +Kc(Ω) up +g(up) = fe(t)+ fei(Ω)+ fc(up, u̇p) , (1)

en fonction de la vitesse de rotation, Ω. Les vecteurs up, u̇p et üp représentent les déplacements, vitesses
et accélérations physiques des nœuds de la structure. Ces derniers ont une dimension égale au nombre de
degrés de liberté (d.d.l.) du modèle élément finis de grande taille (FOM). Les matrices M, C, G(Ω) et
Kc(Ω) sont les matrices de masse, d’amortissement visqueux, de couplage gyroscopique et d’assouplis-
sement centrifuge. Les forces non linéaires internes (dont la non linéarité géométrique) sont représentées
par le vecteur g(up). fe(t) est le vecteur des forces externes appliquées sur la structure, fei(Ω) est le vecteur
des efforts inertiels et fc(up , u̇p) est le vecteur des forces de contact frottant.

Dans un premier temps, l’état statique us de la structure sous l’effet de la rotation seule est obtenu
en tenant compte des non linéarités géométriques, ce qui permet d’obtenir la matrice de raideur tangente
Ks(us) composée de la raideur élastique Ke et la raideur géométrique de précontrainte Kg(us) .

On considère les déplacements relatifs u de la structure autour de l’état statique us, up = us + u.
Les forces non linéaires autour de la position d’équilibre (2) sont développées comme la somme

d’une partie linéaire et d’une partie purement non linéaire.

g(us +u) = g(us)+
∂g(up)

∂up

∣∣∣∣
up=us

u+gnl (u) = g(us)+Ksu+gnl (u) . (2)

L’équation de mouvement de la structure en rotation en fonction des déplacements relatifs s’écrit :

Mü+[C+G(Ω) ] u̇+K(Ω) u+gnl(u) = fe(t)+ fc(us +u, u̇) , (3)

avec K(Ω) = Kc(Ω) + Ks(us) + Ke la matrice de rigidité totale. gnl(u) est le vecteur d’efforts de
type géométrique purement non linéaires et ü, u̇ et u sont les vecteurs d’accélération, de vitesse et de
déplacement aux nœuds autour de la position d’équilibre statique.
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La résolution répétitive des équations du système haute fidélité conduit à des temps de calculs pro-
hibitifs pour des configurations industrielles complexes avec beaucoup de d.d.l. C’est pour cela que
l’utilisation de modèles réduits s’avère intéressant.

2.2 Base de projection de type Craig-Bampton

Pour l’étude du contact frottant dans le modèle réduit il est nécessaire que les coordonnées généra-
lisées du modèle réduit incluent certains déplacements physiques. Pour cela la base réduite de synthèse
modale Craig-Bampton [15] a été utilisée pour projeter le FOM. Cette dernière est formée par les modes
propres encastrés Φc et les modes statiques de liaison Ψc :

u = Qq = ΦCB

{
qi

ub

}
= [Φc Ψc]

{
qi

ub

}
=

[
Φci Ψci

0 I

]{
qi

ub

}
, (4)

où ub sont les déplacements aux d.d.l. d’interface.

2.3 Forces non linéaires réduites

Les forces non-linéaires sont évaluées au cours de l’intégration temporelle du modèle réduit. C’est
pour cela que ce modèle doit être capable de reproduire avec précision le comportement non- linéaire de
la structure. Ci-après, les forces non-linéaires géométriques corrigées par une base POD et les forces de
contact frottant avec la méthode de pénalisation et la loi de Coulomb sont introduites.

2.3.1 Forces non-linéaires géométriques

Les forces non-linéaires géométriques sont obtenues par la méthode “Stiffness Evaluation Procedure”
(STEP) [1] et sont approximées par un polynôme du troisième degré :

g̃p
nl(q1, . . . ,qr) =

r

∑
i=1

r

∑
j=i

Ap
i jqiq j +

r

∑
i=1

r

∑
j=i

r

∑
m= j

Bp
i jmqiq jqm , (5)

les coefficients Ap
i j et Bp

i jm sont évalués dans la phase “hors ligne” en mettant en œuvre
(
r3 +6r2 +5r

)
/6

évaluations statiques des forces non-linéaires. Un exemple de la manière de calculer ces coefficients est
présenté par Lülf et al. [16].

La méthode STEP ne permet pas la représentation des forces non-linéaires géométriques pour struc-
tures de type poutre élancée [17]. Cette dernière conduit à des réponses très amorties et avec des compo-
santes fréquentielles parasites. Afin de corriger ces effets indésirables un filtrage des forces non linéaires
reposant sur une base tronquée Φ f construite à partir de la Décomposition Orthogonale Propre d’un en-
semble représentatif de forces non-linéaires est implémenté [18]. Les forces non-linéaires utilisées pour
la construction de la base des forces Φ f sont caractéristiques de la dynamique de la structure. Cette
méthode est non intrusive puisqu’elle n’agit que pendant la projection du système. Premièrement, un
ensemble de forces non-linéaires est évalué à partir d’un calcul FOM représentatif de la dynamique du
système. Deuxièmement, la base tronquée de forces non-linéaires Φ f est calculée. Finalement, les forces
généralisées sont calculées dans l’espace du modèle d’ordre réduit :

g̃nl(q) = Φ
T
CBg f

nl(u) = Φ
T
CBΦ f Φ

T
f gnl(u) = BT gnl(u) . (6)

2.3.2 Forces non-linéaires de type contact frottant

Quand deux solides sont en contact l’un avec l’autre des efforts non-linéaires supplémentaires appa-
raissent à l’interface entre ces solides afin d’éviter l’interpénétration. Grâce à la base réduite de Craig-
Bampton, les degrés de liberté d’interface sont gardés dans le système réduit ce qui permet d’aborder
le problème de contact frottant en utilisant les méthodes classiques de régularisation utilisées dans les
codes éléments finis FOMs (pénalisation, Lagrangien et Lagrangien augmenté). Ce problème est abordé
en deux temps : validation des conditions du contact unilatéral, conditions de Signorini et calcul des
efforts tangents en utilisant une loi de contact frottant.

3



Loi de contact Dans un assemblage mécanique, la distance entre deux solides Ω1 et Ω2 est obtenue
par la fonction écart (7) qui évalue la distance normale minimale. Cette dernière est calculée en fonction
du type d’appariement (nœud-nœud, segment-nœud).

d = (uesclave−umaître)n−d0 , (7)

avec le vecteur normal n sortant de la surface esclave et le vecteur d’écart initial d0. Les nœuds de la
surface esclave sont alors contraints à ne pas pénétrer la surface maître.

La loi de contact de Signorini (8) impose une interpénétration nulle entre les deux solides et les
forces répulsives de contact tn dans la direction du vecteur n apparaissent quand les deux solides sont en
contact. 

d≤ 0
tn ≤ 0
d◦ tn = 0

. (8)

Avec la méthode de pénalisation une légère pénétration est autorisée entre les deux objets. S’il existe
du contact d < 0, chaque composante normale du vecteur des forces répulsives de contact (9) est définie
comme le produit entre l’interpénétration et un coefficient de raideur normale εn.

tn =
{

0 si dn ≥ 0
−εndn si dn < 0

. (9)

Pour obtenir une approximation la plus précise possible, le coefficient de raideur normale tends vers
l’infini. Cependant, un coefficient de valeur très élevé induit des problèmes d’instabilité numérique. Par
contre, si le coefficient est très faible, les interpénétrations entre les deux object manqueront de sens
physique.

Loi de frottement Le frottement est un phénomène tangentiel qui relie la force de contact tangentielle
et la vitesse relative de glissement. La loi la plus répandue pour traiter le contact frottant et celle de
Coulomb (10) qui modélise la force tangentielle en fonction de la force normale de contact, de la vitesse
relative de glissement, du coefficient de frottement µ et du taux de glissement ξ.{

||tt ||< µs tn vt = 0 adhérence
||tt ||= µd tn vt = ξ

tt
||tt || avec ξ≤ 0 glissement . (10)

3 Application numérique

Premièrement l’influence de chaque effet non-linéaire (géométrique et contact) est évalué sur un mo-
dèle non linéaire de type Duffing. Deuxièmement l’effet du contact unilatéral est étudié avec un modèle
réduit linéaire d’une poutre 3D. Ces deux cas d’étude sont évalués avec une vitesse de rotation nulle afin
d’observer la phénoménologie de ces non linéarités. Ces analyses seront poursuivies ultérieurement dans
le cas en rotation avec/sans contact et avec/sans non-linéarités de type géométrique. Pour ces deux cas
d’étude, la méthode d’intégration temporelle HHT-α [19] a été utilisée.

3.1 Étude de l’influence des non-linéarités sur un modèle 1D de type Duffing

Le premier cas correspond à l’étude des déplacements de l’extrémité libre d’une poutre encastrée. Le
comportement non-linéaire géométrique est modélisé par un oscillateur 1D de Duffing (voir Fig. 1), la
force purement non-linéaire étant décrite par gNL(u) = αD u3, avec αD le coefficient de rigidité. L’équation
du mouvement s’écrit :

Mü+Cu̇+K u+αD u3 = f (t)+ fc(u, u̇) (11)

avec une masse M = 0.3 Kg, un amortissement visqueux C = 0.605 Nms−1, une rigidité K = 12.19
kNm−1 et une amplitude de l’excitation externe fmax = 50 N. Les coefficients statique et dynamique de
Coulomb sont 0.75 et 0.6 respectivement. Pour identifier les variations entre les différents cas, le cas
linéaire a été pris comme référence.
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FIGURE 1 – Schema d’un oscillateur non linéaire.

Pour tous les calculs et afin d’assurer la stabilisation de la réponse périodique, le temps final est égal
à 500 périodes d’excitation. Les réponses forcées sont calculées autour de la fréquence de résonance du
cas linéaire, f0 = 1

2π

√
K/M = 32.08 Hz, entre les fréquences d’excitation ωe = 25 Hz et ωe = 80 Hz. Le

balayage en fréquence se fait dans une seule direction (des fréquences plus basses aux plus hautes).

Non linéarités géométriques Le modèle non linéaire géométrique a été évalué en fonction de la rigi-
dité non linéaire αD. Une série de sept valeurs entre αD = 0 Nm−3 (cas linéaire) et αD = 107 Nm−3, a été
utilisée dans cette analyse. La Figure 2 présente la réponse forcée de l’oscillateur non linéaire. Quand la
rigidité non linéaire augmente, la fréquence de résonance est décalée vers des fréquences plus élevées.
Le maximum des réponses est alors atténué progressivement.

30 40 50 60 70

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

Fréquence (Hz)

D
ép

la
ce

m
en

ts
(m

)
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FIGURE 2 – Réponse forcée en fonction de la rigidité non linéaire, αD.

Non linéarités de frottement La Figure 3 présente le l’étude de l’influence du contact frottant avec
l’hypothèse de contact permanent, ce qui modélise le comportement d’un frotteur. Les amplitudes de
la structure sont amorties quand la force normale augmente. Cette réduction est plus importante que
pour le cas des forces géométriques, cependant des pics de résonance secondaires sont observés à basses
fréquences. La fréquence de résonance reste inchangée. La force normale de contact est modifiée de 1 N
a 65 N.

Non linéarités de frottement et géométrique Le couplage entre les deux non-linéarités est étudié
pour la combinaison des paramètres considérés précédemment et présenté dans la Figure 4. Quand la
force normale appliquée est faible (10 N, courbes foncées dans la Figure 4.a) l’influence de la non li-
néarité géométrique reste importante et il existe un décalage de la fréquence de résonance ; cependant,
cette dernière a une valeur plus proche de celle du cas linéaire. L’amplitude maximale est légèrement
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FIGURE 3 – Réponse forcée en fonction de la force normale de contact.

atténuée. Quand la force normale est importante (65 N, Figure 4.b) toutes les fréquences de résonance
correspondent à la résonance linéaire et l’amplitude maximale est de l’ordre de 70 fois plus petite.
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(a) Courbes foncées : cas avec contact, FN= 10N;
Courbes claires : cas sans contact, FN = 0 N.
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(b) Force normale de contact égale à 65N.

FIGURE 4 – Réponse forcée couplant les effets de type géométriques et de contact frottant.

3.2 Poutre mince

Pour ce deuxième cas d’étude une structure de poutre mince [20, 21] de dimensions 1 m × 0.1 m×
0.005 m est étudiée. Les coordonnées en mètres du nœud d’interface pour étudier le contact sont (0.22,
0, -0.0026). Le module de Young, E, est 104 GPa, le coefficient de Poisson, ν, est 0.34 et la masse
volumique, ρ, est 4500 Kg m−3. Un amortissement visqueux de Rayleigh, C = 0.87 M est considéré. Le
comportement de la structure est linéaire, uniquement les non linéarités de contact frottant sont évaluées.
Le modèle éléments finis est formé d’éléments quadratiques hexahédriques (HEXA20) avec 20 nœuds
par élément. Le nombre total de d.d.l. de la structure est de 7149. La structure est encastrée à l’une de
ses extrémités et des forces harmoniques externes sont appliquées à l’autre extrémité selon la direction
verticale (voir Figure 5). Avec l’objectif d’étudier la phénoménologie du contact, les résultats obtenus
avec le modèle réduit sont présentés.

La Figure 6 présente le spectre de réponse pour les cas avec et sans contact. Quand le contact est
présent, sur le nœud de contact l’existence d’harmoniques secondaires est observé. Par ailleurs, l’ampli-
tude de l’harmonique fondamental est atténuée (≈ 50%). Sur un nœud loin de à l’interface de contact, les
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FIGURE 5 – Maillage et conditions aux limites.
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(a) Spectre de réponse du nœud de contact.

0 20 40 60

0 · 100

5 · 10−2

1 · 10−1

1.5 · 10−1

2 · 10−1

Fréquence (Hz)

D
ép

la
ce

m
en

ts
N

C
h
a
rg

.
(m

)

ROML sans contact

ROML avec contact

(b) Spectre de réponse à l’extrémité chargée.

FIGURE 6 – Spectre des réponses temporelles dans le nœud de contact et l’extrémité de chargement.

harmoniques secondaires de contact sont présentes et l’harmonique fondamentale est atténué, cependant,
l’influence du contact étant plus faible, le comportement est proche du cas linéaire.

4 Conclusions et perspectives

Un modèle d’ordre réduit qui tient compte à la fois des effets des non-linéarités de type géométrique
et de contact frottant a été présenté. Ce modèle est capable de représenter la dynamique de structures
avec ou sans rotation. Dans le cas en rotation, les vibrations autour de la position d’équilibre statique sont
considérées non-linéaires géométriques. La fréquence de résonance des structures géométriquement non-
linéaires dépend de la rigidité non-linéaire. Pour le cas de l’oscillateur de Duffing étudié les déplacements
de la réponse pour une excitation résonante sont plus atténués que le cas linéaire de la structure. Le
frottement réduit l’amplitude de la réponse proportionnellement à la force normale du frotteur. Quand les
deux non linéarités sont couplées, le comportement de la structure dépend principalement de l’influence
de chaque type de non linéarité. Quand la force de contact est élevée, l’effet du frottement bloque le
décalage des fréquences résonantes.

Le modèle d’ordre réduit proposé sera prochainement utilisé pour l’étude d’une poutre mince en
rotation et avec ces deux types de non linéarités. Comme la construction du modèle réduit pour chaque
vitesse de rotation peut devenir très coûteuse, une paramétrisation du modèle en fonction de la vitesse de
rotation sera mise en œuvre.
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