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Résumé —

Nous proposons une méthodologie permettant d’ implémenter des lois de comportement non-linéaire
des matériaux intégrant des mécanismes dissipatifs pouvant apparaitre simultanément. A partir de la
description thermodynamique du matériau, une forme analytique du systeme d’EDP a résoudre est pro-
posée, intégrant les possibles inégalités (conditions de Kuhn-Tucker). Les opérateurs tangents thermo-
mécaniques sont décrits ainsi que les quantités énergétiques (Puissance mécaniques et thermiques). Ces
formes sont adaptées a une analyse multiéchelle des matériaux hétérogenes.

Mots clés — mot clefl, mot clef2, mot clef3.

1 Instructions générales

L’ étude des matériaux multifonctionnels et composites présentant un fort couplage mécanique néces-
site une profonde connaissance des mécanismes physiques opérant lors de trajets de chargement thermo-
mécaniques. Les relations entre la progression de tels mécanismes et I’évolution des quantités et variables
thermodynamiques caractéristiques de I’état de la matiere doivent étre réalisées dans le cadre de la ther-
modynamique des processus irréversibles. Les lois de comportement obtenues, implémentées dans des
solutions logicielle de simulation a plusieurs échelles, peuvent présenter des difficultés de résolution nu-
mérique de par la présence d’équations aux dérivés partielles et d’inégalités a satisfaire (par exemple,
conditions de Kuhn-Tucker). De plus, la formulation d’opérateurs tangents et la définition des quantités
thermodynamiques (bilans de puissance) est souvent une tiche complexe dépendante des mécanismes
physiques modélisés. Nous proposons une méthodologie générique de définition de lois de comporte-
ment multi-physiques a partir de la définition de mécanismes contrdlant I’évolution de la microstructure
du matériau, permettant d’aboutir a un schéma de résolution optimisé du point de vue numérique. Cette
méthodologie est alors appliquée dans le cadre de la simulation numérique de matériaux présentant des
comportements complexes (transformation de phase, effets visqueux, plasticité, endommagement). Il est
montré que la formulation proposée est adaptée a la définition de modeles multi-échelles du comporte-
ment thermomécanique non-linéaire de matériaux hétérogenes.

1.1 Définition de la méthodologie

Chaque mécanisme dissipatif (dénoté par I’index /) est représenté par un ensemble de variables {Vzl}
Notons que ces variables peuvent entrer dans la définition du potentiel thermodynamique (variables in-
ternes) Vil ou consister en une variable d’histoire permettant d’optimiser le traitement numérique du
comportement.

Le premier élément de chaque ensemble est un scalaire p' :

Pl =V

La propriété de chaque variable p™ est que les lois d’évolution de toutes la variables Vil de cet
ensemble peuvent s’écrire :



V! =p/AL, (1)

Dans cette équation Az est un tenseur dont 1’ordre varie en fonction de la nature de Vil, nommé
tenseur d’évolution. Au sein de 1’ensemble {Vil}, la présence d’un tenseur de déformation propre au
mécanisme dissipatif / est imposée : €! € {V!}, de telle maniére que 1’on aie :
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La déformation totale s’exprime
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pour N; mécanismes.

1.2 Lois complémentaires

L’analyse convexe [6, 8] permet d’exprimer les lois complémentaires en considérant un état local
d’accompagnement [4].
1.2.1 Phénomenes dissipatifs dépendant du temps

Pour les phénomenes dépendant du temps, une relation directe peut étre déduite entre 1’évolution
d’une variable interne par rapport a I’expression d’un potentiel de dissipation dual (non négatif, convexe,

G
différentiable) ¢* (A, ,0,¢), en notant Af =3ym et ¢ ’ensemble des variables internes considérées.
i
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Nous pouvons alors définir le critére du mécanisme dissipatif & :

aq)* N
0A
Notons ici que les autres équations serviront a 1I’évaluation des tenseurs d’évolution.

CDZ(A7C’U>9?C) = _Vll:O Vil 20 (5)

1.2.2 Phénomenes dissipatifs indépendants du temps

Dans ce cas limite, la définition d’un potentiel de dissipation mene a I’écriture d’un domaine convexe
S dans I’espace des forces thermodynamiques conjugées A, dont la frontiere est définie par &' = 0.

Acs, (=0
0P

Acds, ¢=MAgrad®, (o =A=—-,A>0. (6)
0A,

Note : Dans le cas de lois non associées, un second pseudo potentiel Sypeut étre défini tel que S C .S
avec

Acs, ¢=0

Acds, (=Agradd,, ¢y= XE)CIDZ
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1.3 Traitement du systéeme d’inégalités

Un mécanisme [, doit donc satisfaire aux conditions de Kuhn-Tucker suivantes. Notons ici que cette
écriture est aussi adaptée a I’expression des mécanismes dissipatifs dépendant du temps

<0 p>0 @p =0 ®)



L’utilisation des fonctions complémentaires de Fischer-Burmeister [3, 5] permet de transformer ces
conditions en une équation complémentaire permettant de satisfaire ces inégalités :

(@) +(p) +@ — p" =0 ©)

L’utilisation de cette fonction complémentaire permet de s’affranchir des méthodes permettant de
vérifier I’activation ou non des mécanismes de dissipation. Un schéma de prédiction-correction est tou-
jours nécessaire afin de résoudre le systeme d’équations issu de la définition de multiples mécanismes.
Un vecteur {F} est introduit, dont les composantes s’expriment :

Fl=1\/(®) + (p') + & — ¢ (10)

pour chaque mécanisme /. L’algorithme de résolution devra donc déterminer {F} = {0}. A titre
d’exemple, une méthode de résolution de type Newton-Raphson est employée par la suite.

2 Résolution numérique du probleme

Afin de déterminer une solution numérique, nous considérons un incrément n de temps Af et une
itération m sur la résolution des équations d’équilibre. La méthode itérative de résolution proposée est
telle qu’a I’itération & :

in in

€(n+1)(m+1)(k) . E(n+1)(m+1)(k71) +ZS€$+1)(m+l)(k) )

Considérons par la suite que les indices d’itérations seront omis, de telle maniere que la quantité x
représente la quantité x"+ D& incrément Ax représente I'incrément Ax"+Dm+10(®) 1 incrément
dx représente I’incrément Sx("+1(+1)(®) et I’incrément dx représente I’incrément dx(**+D(m+1),

Plusieurs algorithmes existent pour déterminer la quantité sEZH)(mH). L’algorithme "closest point

projection” (CPP) [9, 7], définit I’évolution de la déformation inélastique comme :

in in

€<n+1)(m+1)(k) . 8(n+1)(m+1)(k—1) +ZSAé’,(n+1)(m+1)(k)sj,(n+1)(m+1)(k71)
J
+ZA£7(n+1)(m+1)(k—1)6Sj,(n+1)(m+1)(k) (12)
J

L’algorithme "Convex Cutting Plane" (CCP) [9, 7] définit I’évolution de la déformation inélastique
telle que les tenseurs d’évolution A{ sont considérés constants durant 1’itération (k) :

(n+1)(m+1)(k) _ €§n+1)(m+1)(k71)

in — “in
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En d’autres temes les tenseurs d’évolutions sont évalués a partir de I’itération précédente. Une com-
paraison entre ces algorithmes a été discutée en détail par Qidwai et Lagoudas [7] pour le cas de modeles
de transformation de phase martensitique, et il a été montré que I’algorithme "Convex Cutting Plane" est
le plus efficace méme si il nécessite plus d’itérations avant convergence lors de chargements fortement
non-proportionnels. C’est cet algorithme qui est donc sélectionné dans la suite de la résolution numé-
rique, étant entendu que la méthode proposée ici est compatible avec un algorithme CPP. La notation
suivante est adoptée :

gin :Aé'(”+1)(m+1)(k*1)ssj(n+1)(m+l)(k) — AlSs/ (14)

A T'itération m de la résolution des équations d’équilibre (utilisant la température et le déplacement
comme degrés de liberté), la déformation totale et la température sont considérés constants, donc :

de=0,and 86=0 (15)



La décomposition additive de la déformation totale s’exprime :

€:€€l+€th+€in (16)
Et la relation de comportment entre la déformation élastique, la contrainte, la déformation thermique

et la temperature nous donne :
e'=M:0, e"=a(0-80)), (17)

ou M est le tenseur de souplesse, o est la contrainte, cx est le tenseur d’expansion thermique, 6 et 6
sont les températures actuelles et initiales, respectivement. Si la variation de déformation totale de et de
température 86 sont nulles surant I’itération m, il est déduit que :

M o+ M : 80 +8ab+8n=0 (18)

La contribution de la déformation inélastique de chaque mécanisme indique :
—Z(Ssi”’j) =M :0+M : 80+ 5ad (19)
J

Le tenseur des souplesses et d’expansion thermique sont considérés dépendant de variables internes
(ils entrent dans la définition du potentiel thermodynamique), alors :

oM oM .. .
SM = TSV | = T Alss/ (20)
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Considérant la forme de 1’équation d’€volution liant la variable de déformation inélastique et la
variable scalaire associées a chaque mécanisme de déformation &/ = A{s/, il est possible de définir un
tenseur d’influence li€ a la contrainte, tel que :

K/8s) =

; oM oo :

1

Alors, en utilisant (14), (20) et (21), I’équation (18) peut donc s’écrire :

de = 8¢ + 8t + 8™
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Les criteres ®' dépend des forces thermodynamiques. Ces forces, en retour, dépendent des variables
(d’état et internes) et des parametres matériaux entrant dans la définition du potentiel thermodynamique.
Les critéres @ dépendent donc aussi des variables (d’état et internes) :

@' (0,0, {V/1{V/},) <0 (25)

Les criteres peuvent aussi dépendre du taux d’évolution de ces variables internes (pour les méca-
nismes dépendant du temps). Du point de vue numérique, cette dépendance au taux d’évolution est
considérée comme une dépendance a I’incrément de temps et aux variables :

4



@' @,e,{vﬁ},m},) <0 (26)

La différentiation des criteres implique :

50! = aails Z[;(stﬁ)]
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Dans ce ce qui suit, nous considérons un vecteur p = {p’}, et B une matrice contenant les dérivées
o :
partielles des criteres ®, de telle manigére que B i=Xj —a—mj + %,
o

Pour résoudre le systeme F' + OF = 0, les dérivées partielles des fonctions complémentaires F sont
évaluées :

. OF acbl
OF = 3@l oy
OF' = pES B, jos’ (29)

Le systéme peut alors étre résolu par une méthode de type Newton-Raphson

2.1 Détermination des opérateurs tangents

Afin de pouvoir résoudre les équations d’équilibre, les opérateurs tangents suivants doivent étre éva-
lués :

do = D%0e+D%0 (30)
or = Re+R%0 31)
Or est ici considéré comme le taux de production de chaleur par unité de volume du matériau consi-

déré. Les quantités 0o, 0Yoc (énergie mécanique dissipée) et r (variation de la production de chaleur
par unité de volume) sont évalués :

do = L:(0e—0e™—0e™), (32)

OMioe = 6Ac A¢ + Acﬁ (33)
_ An on

or = —8GE - GE + 6%0(: (34)

Afin de déterminer ces quantités, considérons le sous-ensemble de processus dissipatifs actifs ou
(I’indice [ va maintenant se référer seulement aux processus actifs) :

9dl =0 (35)



Dans ce cas, la relation entre la variation des critéres actifs, de la variation de la contrainte et des
variables s’exprime :

aq)l ) . aq)l . .
I 7 . _ _ JiznJ il ljey,,J —
0P = ——: <L(6e ade) ;[m 5p])—|— = 59+;7( dp’ =0
! ! ! !
Z[%inj—xlj} 5pj—?;§_ :L:ﬁs%—(aacg—?;z:L:a)ﬁG (36)
J

Ce systeme d’équations aux dérivées partielles peut se mettre sous une forme matricielle :

Bp=cC (37)
Les composantes de cette matrice jacobienne réduite B s’expriment :
~i 0P

BY = Pt U (38)

Les composantes du vecteur C prennent la forme :

! ! !
Clzzgi).;L;65+<aacg—§_:L:a)56 (39)

En isolant les composantes dépendant de la variation de la déformation totale et de la température, la
variations des variables internes scalaires Op devient :

dp=B~"! Bj:L:ﬁe}—l—B‘l [aa‘:)—gi’:L:a}ﬁe, (40)

pouvant s’écrire sous une pour chaque mécanisme p/ qui fait apparaitre un tenseur d’influence de la
déformation bmP{ et de la température P :

dp’ = Pl0e + P00 @1

Ce systeme peut s’écrire sous une forme plus compacte, en adoptant une notation de Voigt et en
définissant un vecteur de déformation totale & = {€1,€2,€33,2€12,2€13,2€23} | :

Op = P.0e + Py00

o 0P )

ngﬁ_l{gi’:L} £P9:B_1<—:L:a (42)
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En insérant la relation entre variation de la déformation totale et variation de la contrainte, une forme
analytique des modules tangents mécanique et thermique est obtenue :

do = L (e — adB) — k/Op’
0o = <L—Zm12’£> Oe + (—La —Zn19é> 00
J J
DE = (L-ZM:P;&) ., D°%= (—La - anfpg) . (43)
J J

L’ énergie mécanique dissipée durant I’incrément s’exprime :



AV/ ov/
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Finalement, cette énergie mécanique prend la forme :
BAJ E)A’ AV’ A’
_ A4 pa Ai J J
QA] aA AVJ' Al
Adp Jpl
* K 00 +Zav,, P 9) A A Ni%e| 0
— T 6s+r969 (46)
Puisque la quantité dr s’exprime [1] :
or = —06%) n 95" + oo (47)

En considérant les deux premiers termes liés respectivement a la variation de la température et a
oG

I’incrément d’entropie An et a la variation d’entropie, en adoptant la notation Ag = 39 = n:

69”‘ 96” - —66An

A ( 0As)
= —89A" Z(—%A"% aA"ée 28A95Vf>
_ e ” Z( aaA" (DeBe + Do0) — aAeae ZaAeA’ (ploe +1>159))
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0 0Ag 0Ag 1 0Apg
— | -=0p _ AJfP/ — —Dpg—A -0 A’E”
At( do € ;av )5 +Al‘< ea e — AN —PCp Z V 08
= A :0e+ 00 (48)
Finallement, les quantités tangentes liées a Or s’expriment :

RE=T¢+ A"
RO =1°%+ " (49)



L’évaluation des incréments de travaux mécaniques et thermiques, dénotés par AW,, (énergie mé-
canique) AW, (énergie mécanique stockéerécouvrable), AW, (énergie mécanique stockée non recou-
vrable), AW? (énergie mécanique dissipée), AW; (énergie thermique), AW, (énergie thermique recou-
vrable) et AW,” (énergie thermique non recouvrable) est obtenue en utilisant une valeur moyenne des
quantités entrant dans leur définition :

o (nt1)(m+1) + o

AW : Ae
(n) (n+1)(m+1)
r(n+1)(m+1) 1 ( ) (n41)(m+1) E oG J
\ (n) \ (D) (ma1)
) 1 aGlr aGlr .
Ao oyl I : AV/
L2\ v/ ’
n) (n+1)(m+1)
S 1)t D) 1 aGf> (aGf> j
AW = Zf ( + - AV,
=2\ \av/ v,/
1r ) N (D) (mt 1) _
~2 aVJ aW
AW(n+1)(m+l) . ( Dl
A = An
Ao _ 9("“)("1;1)*9( ame
. (n+1)(m+1) 4 g(n)
Avvttr(l1+1)(m+l) _ 0 5 +6V AT]lr (50)

3 Conclusion

La méthodologie développée permet de mettre en oeuvre 1I’'implémentation de lois de comporte-
ments lorsque plusieurs mécanismes dissipatifs, de nature variée, agissent simultanément. Le systeme
d’inégalité classiquement obtenu est traité a 1’aide d’égalités complémentaires. Une forme analytique
des quantités tangentes nécessaires a la résolution d’un probléme aux conditions au limites thermoméca-
niques est donnée. Plusieurs exemples d’implémentation seront présentés, pour des mécanismes variés
tels la viscoélasticité, I’endommagement et les transformation de phase martensitique [2]
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