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Résumé — La méthode G − θ est une méthode de détermination du taux de restitution d’énergie et
des facteurs d’intensité de contrainte (FICs) répandue. Dans cette contribution, nous étudions l’influence
de la courbure du front de fissure sur la précision de l’évaluation des FICs. Le rôle de la courbure du
front de fissure sur la valeur de l’intégrale J de Rice est quantifié. De nouveaux champs de déplacements
admissibles, tenant compte de la courbure, sont proposés. Le gain en précision est évalué sur des cas-tests
admettant une solution analytique, dans le cas des fissures planes sollicitées en mode I.
Mots clés — Mécanique de la rupture, Taux de restitution d’énergie, FICs, Fissures planes à front courbe.

1 Introduction

Afin d’assurer la sûreté des structures, les ingénieurs doivent montrer qu’une fissure, de forme et
position postulées, ne mène pas à la rupture dans les conditions normales de fonctionnement. Les critères
utilisés sont fondés sur la mécanique linéaire de la rupture. On doit par exemple montrer que le facteur
d’intensité de contrainte en mode I reste inférieur à la ténacité du matériau KIc . L’objectif de cette
contribution est d’améliorer la précision du calcul des facteurs d’intensité de contrainte par la méthode
G− θ [1, 4], dans le cas des fissures planes à front courbe.

L’extraction des facteurs d’intensité de contrainte par la méthode G − θ s’appuie sur l’utilisation
de champs de déplacements auxiliaires [2]. L’approche consiste, dans un premier temps, à quantifier
l’influence de la courbure du front de fissure sur l’évaluation de l’intégrale J de Rice, puis dans un second
temps, à proposer de nouveaux champs de déplacements auxiliaires tenant compte de la courbure.

Considérons une fissure Σ plane à front courbe. Un point M0 du front de fissure Γ0 est repéré par
son abscisse curviligne s. La base locale au point M0(s) est représentée sur la Figure 1. La Figure 2
représente une vue en coupe dans le plan (M0(s),N (s),ez ), d’un tore de rayon RS , centré sur le front de
fissure. Les lèvres de la fissure sont notées Σ− et Σ+. La direction de propagation de la fissure est N (s).
Soit C(s) le domaine représenté en vert sur la Figure 2. Le contour de C(s) est ∂C(s) = ΓI ∪ AB∪ΓS ∪
CD et son orientation est représentée par les flèches noires sur la Figure 2. La normale au contour ∂C(s),
dans le plan (M0(s),N (s),ez ), est notée n.
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Figure 1 – Base locale pour un point M0 du front de fissure, d’abscisse curviligne s.
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Figure 2 – Tore pour le calcul de l’intégrale J.

On définit le tenseur d’Eshselby P par :

P = wI −σ ·∇u,

où w la densité d’énergie de déformation, I est le tenseur identité, u le champ de déplacements et σ de
champ de contraintes. La transposée du tenseur d’Eshelby est à divergence nulle :

div
(
P T

)
= 0.

L’intégrale J de Rice [5] est définie par :

J (s) = lim
RS→0

∫
ΓS

n ·P ·N (s) dl .

La formule d’Irwin [3] relie l’intégrale J aux facteurs d’intensité de contrainte KI, KII et KIII par :

J (s) =
1− ν2

E

(
K2

I (s) + K2
II(s)

)
+

1
2µ

K2
III(s)

Il est connu que localement les champs mécaniques asymptotiques en pointe de fissure sont le champ
de déplacements U0, le champ de déformations ε(U0) et le champ de contraintes σ(U0), obtenus en
déformation plane et antiplane. On remarque que le champ σ(U0) n’est plus statiquement admissible sur
un tore unitaire de longueur ds et de rayon RS fini.

2 Expression de l’intégrale J pour une fissure plane à front courbe

Soit Ψ un champ de tenseurs d’ordre deux tel que div(Ψ) = 0. L’intégrale sur tout volume fermé de
div(Ψ) ·N (s) est nulle. L’intégrale sur le tore de longueur ds, de rayon extérieur RS et de rayon intérieur
RI de div(Ψ) ·N (s) s’écrit : ∫ s+ds

s

(∫
C(s)

div(Ψ) ·N (s) dA
)

ds = 0. (1)

L’élément de surface élémentaire dA s’écrit :

dA = (1 + κr cosθ)rdrdθ,

où κ(s) est la courbure au point d’abscisse curviligne s. L’équation (1) est valable pour toute longueur
élémentaire ds et on a donc : ∫

C(s)
div(Ψ) ·N (s) dA = 0. (2)
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L’opérateur divergence se décompose en un opérateur plan et anti-plan (noté divΠ) complété par des
termes linéaires en courbure :

div(Ψ) = divΠ (Ψ) +
κ

1 + κr cosθ
F .

Soit AS le disque de rayon RS et AI le disque de rayon RI . On a C(c) = AS/AI et (2) donne :∫
AS/AI

divΠ (Ψ) ·N (s) dA+

∫
AS/AI

κF rdrdθ = 0.

Après intégration par parties, on obtient :∫
ΓS

N (s) ·Ψ ·n dl −
∫
ΓI

N (s) ·Ψ ·n dl +

∫
AS/AI

κF rdrdθ = 0. (3)

En appliquant (3) au cas Ψ = P T , on trouve :∫
ΓI

n ·P ·N (s) dl =

∫
ΓS

n ·P ·N (s) dl +

∫
AS/AI

κF rdrdθ.

On a finalement :

J (s) = lim
R I→0

∫
ΓI

n ·P ·N (s) dl =

∫
ΓS

n ·P ·N (s) dl +

∫
AS

κF rdrdθ. (4)

Le vecteur tangent T (s) a pour coordonnées dans la base fixe (ex ,ey ,ez ) :

T (s) = cosφ ex + sinφ ey ,

où l’angle φ est reliée à l’abscisse curviligne par la relation ds = κ(s)dφ. Le calcul de la divergence d’un
champ de tenseurs d’ordre deux dans la base mobile (er (θ,s), eθ (θ,s), eφ (s)) permet d’expliciter le
terme linéaire en courbure de (4) :

J (s) =

∫
ΓS

er ·P ·N (s) (1 + κRS cosθ)RSdθ +

∫
AS

κ

(
Pφφ − cosθ

∂Pφr

∂φ
+ sinθ

∂Pφθ

∂φ

)
rdrdθ, (5)

avec :

P = Prrer ⊗ er + Prθer ⊗ eθ + Prφer ⊗ eφ + Pθreθ ⊗ er + Pθθeθ ⊗ eθ + Pθφeθ ⊗ eφ
+ Pφreφ ⊗ er + Pφθeφ ⊗ eθ + Pφφeφ ⊗ eφ .

Si le rayon extérieur du tore RS tend vers zéro, 1 + κRS cosθ tend vers un, l’intégrale de surface dans (5)
tend vers zéro et on retrouve le cas plan. Dans le cas d’une fissure droite, la courbure κ tend vers zéro et
on retrouve également le cas plan. Si la courbure κ est finie, RS doit être très petit devant 1/κ pour que
l’expression du cas plan reste valide.

3 Construction de champs locaux statiquement admissibles

Pour limiter les effets dus à la courbure, on construit des champs locaux statiquement admissibles
dans le tore à partir des champs asymptotiques de déformations planes et antiplanesU0. On considère un
champ de déplacements développé en série de Taylor de la courbure :

u =U0 + κU1 + κ2U2 + . . .

Le tenseur de déformations associé devient :

ε =
1
2

(∇u+∇u) = ε0 + κε1 + κ2ε2 + . . .
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Le développement des contraintes est obtenu par la loi d’élasticité :

σ = C : ε = σ0 + κσ1 + κ2σ2 + . . .

En développant la divergence du tenseur des contraintes selon la courbure :

divσ = divΠσ0 + κF0 (U0) + κdivΠσ1 + κ2F1 (U0,U1) + κ2divΠσ2 + κ3F2 (U0,U1,U2) + . . .

et en exprimant que le champ de contraintes est statiquement admissible, les termes successifs du déve-
loppement vérifient :

0 = divΠσ0,

0 = divΠσ1 +F0 (U0) ,

0 = divΠσ2 +F1 (U0,U1) ,

. . .

(6)

Les champs plans et antiplans asymptotiques vérifient la première équation de (6). Pour un mode de
rupture donné, le champ U0 est le champ plan ou antiplan donné par la solution de Westergaard [7]
correspondante. Le champU0 étant donné, l’expression de F0 (U0) est connue. Le champU1 est obtenu
en résolvant la deuxième équation de (6). Une foisU1 déterminé, l’expression de F1 (U0,U1) est connue.
Ainsi, les champs U2, U3, . . . , Un sont obtenus de proche en proche.

Les champs U1 et U2 qui vérifient les deux premières équations de (6) ne sont pas uniques. En effet,
partant d’une solution particulière, il est possible de construire une nouvelle solution en ajoutant une
combinaison de termes de la série de Williams [8]. Pour le mode I, on choisit :

U1 =
r
√

r

2µ
√

2π

[(
a1 cos

3θ
2

+ b1 cos
θ

2

)
er +

(
c1 sin

3θ
2

+ d1 sin
θ

2

)
eθ

]
,

avec :

a1 =
8ν−3

8
, b1 =

128ν2−96ν+ 13
24

,

c1 = −
8ν−5

8
, d1 =

128ν2−192ν+ 55
24

,

et :

U2 =
r2 √r

2µ
√

2π

[(
a2 cos

5θ
2

+ b2 cos
3θ
2

+ c2 cos
θ

2

)
er +

(
d2 sin

5θ
2

+ e2 sin
3θ
2

+ f2 sin
θ

2

)
eθ

]
,

avec :

a2 =
3−24ν

64
, b2 =

512ν3 + 64ν2 + 80ν+ 53
360

, c2 =
67−256ν2

192
,

d2 =
24−9ν

64
, e2 = −

512ν3−704ν2−80ν+ 137
360

, f2 =
256ν2−192ν−37

192
.

Considérons les trois champs approchés à l’ordre 0, 1, 2 en courbure :

u1 =U0,

u2 =U0 + κU1,

u3 =U0 + κU1 + κ2U2.

Pour un tel champ de déplacements ui tel que σ(ui ) n’est pas statiquement admissible, l’écart entre
l’intégrale J et sa valeur théorique Jth n’est donc pas nul. En particulier, on montre que :

J − Jth =




O(κRS ), pour u = u1,

O
(
(κRS )2

)
, pour u = u2,

O
(
(κRS )3

)
, pour u = u3.

Si la courbure κ est finie et RS est très petit devant 1/κ, l’écart entre l’intégrale J et sa valeur théorique
est négligeable que l’on prenne u = u1, u = u2 ou u = u3. En revanche, si RS n’est pas négligeable
devant 1/κ, l’écart entre l’intégrale J et sa valeur théorique diminue au fur et à mesure qu’on ajoute des
termes correctifs.
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Figure 3 – Maillage utilisé pour étudier le cas de la fissure circulaire : domaine complet (à gauche) et
illustration des lèvres de la fissure (à droite).
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Figure 4 – Variation du facteur d’intensité de contrainte de KI en fonction de l’abscisse curviligne s pour
la fissure circulaire.

4 Simulations numériques

4.1 Fissure circulaire

On considère une fissure plane à front circulaire de rayon a = 2 m dans un demi-cylindre de hauteur
L = 10a, ce qui permet de considérer que les chargements imposés sur les faces supérieures et inférieures
sont ceux donnés à l’infini (cf. Figure 3). Une charge uniforme σ0 = 1 MPa est appliquée sur la face
supérieure et sur la face inférieure de la structure dans la direction normale aux lèvres de la fissure. Le
facteur d’intensité de contrainte KI est uniforme et sa valeur est :

KI = 2σ0

√
a
π

= 1,595769 MPa
√

m. (7)

Les courbes représentant KI en fonction de l’abscisse curviligne obtenues en choisissant comme champs
auxiliaires u1 et u2 sont représentées sur la Figure 4. L’utilisation du champ u2 permet de diminuer
l’erreur relative de ∼ 10% à ∼ 2,5%. De plus, l’amplitude des oscillations le long du front de fissure
diminue.

5



Figure 5 – Détail du maillage utilisé pour étudier le cas de la fissure elliptique.

4.2 Fissure elliptique

Analysons à présent le cas d’une fissure plane à front elliptique, de grand axe a = 1 m et de petit
axe b = 0,5 m. La structure est soumise à une charge uniforme σ0 = 1 MPa sur sa face supérieure et
dans la direction normale à la lèvre de la fissure. Les paramètres matériau sont E = 200 GPa et ν = 0,3.
On représente un huitième de la structure en exploitant les symétries (cf. Figure 5). Pour le problème
considéré, l’expression analytique de KI est donnée par la formule suivante (cf. [6]) :

KI =
σ0
√
πb

V (k)

(
sin2ψ+

b2

a2 cos2ψ

) 1
4
, (8)

où l’angle ψ repère un point sur le front de fissure et V (k) est l’intégrale elliptique de deuxième espèce :

V (k) =

∫ π

2
0

√
1 + k2 sin2 ρdρ, (9)

où k est l’excentricité, définie par k2 =
b2

a2 . Au point du front de fissure de coordonnées x = a cosψ,

y = bsinψ et z = 0, avec ψ ∈
[
0,
π

2

]
la courbure est :

κ =
ab(

a2 sin2ψ+ b2 cos2ψ
)3/2 . (10)

La Figure 6 présente la valeur du facteur d’intensité de contrainte KI, en fonction de l’angle ψ,
obtenue en utilisant u1 comme champ auxiliaire. L’écart entre les valeurs numériquemes et analytiques
est d’autant plus élevé que la courbure est grande. La Figure 7 présente cette valeur en utilisant u2
comme champ auxiliaire.

5 Conclusion

Nous avons montré que l’utilisation des champs asymptotiques en point de fissure comme champs
de déplacements auxiliaires dans l’évaluation de l’intégrale J de Rice produit un écart proportionnel à
la courbure du front de fissure. Nous avons ensuite construit une famille de champs de déplacements qui
permet de réduire cet écart au fur et à mesure que des termes correctifs sont ajoutés. Finalement, nous
avons illustré le gain apporté par l’utilisation de ces nouveaux champs auxiliaires sur deux cas-tests, pour
lesquels la valeur analytique du facteur d’intensité de contrainte en mode I est connue.
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Figure 6 – Variation du facteur d’intensité de contrainte KI en fonction de l’angle ψ pour la fissure
elliptique, obtenue en prenant comme champ auxiliaire u1.
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Figure 7 – Variation du facteur d’intensité de contrainte KI en fonction de l’angle ψ pour la fissure
elliptique, obtenue en prenant comme champ auxiliaire u2.
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