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Résumé — Dans un contexte où des niveaux de simulations sont disponibles, cette contribution pro-
pose un critère d’erreur permettant à terme de sélectionner les sites et les niveaux de simulations afin
d’enrichir la base de l’espace vectoriel réduit, tout en maitrisant le budget alloué aux simulations. Un
benchmark analytique représentatif d’un modèle en champ complet permet de valider l’approche propo-
sée, l’objectif étant d’intégrer la méthode proposée dans une approche plus générale de l’optimisation
multidisciplinaire.
Mots clés — multifidélité, enrichissement, plan d’expériences, Proper Orthogonal Decomposition .

1 Introduction

Dans le cadre de l’optimisation multi-disciplinaire, des méthodes de substitution de modèles sont
développées dans l’objectif de réduire le coût des optimisations faisant appel à des simulations, sans in-
tervenir dans le code source des solveurs. L’exploitation des données d’entrée utilise des paramètres de la
conception (Exemple : modification de géométrie d’aubages) et des données de sortie (pressions, champ
de vitesses) permettant de construire le méta-modèle puis l’enrichir dans l’objectif d’améliorer sa qualité.
Les principaux enjeux sont d’une part d’exploiter l’ensemble des simulations disponibles pour mettre à
profit différents niveaux de coût et qualité de modèles en fonction du besoin, voire de les fusionner. Dans
ce cadre, l’approche de fusion des niveaux de fidélité a été développée par Benamara 2016. Dans le cas
présent, il s’agit de proposer des stratégies originales d’enrichissement du plan d’expériences, pour ti-
rer profit des différents niveaux de fidélité du modèle en maîtrisant le budget global alloué à la simulation.

Nous proposons de fusionner les observations de fidélités variables (champs des vitesses, déplace-
ments . . . ), en construisant un espace vectoriel commun avec une variante de la POD (Proper Orthogonal
Decomposition) [1]. La stratégie d’enrichissement EGO, Efficient Global Optimization et le critère EI,
Expected Improvement [2] développé pour le krigeage est ici testée. Il s’agit par la suite d’évaluer dif-
férentes stratégies basées sur des critères de Guttman par exemple sur un modèle RBF [3] qui présente
l’avantage d’être moins coûteux et donc utilisable en plus hautes dimensions que le krigeage.

Une nouvelle démarche consiste à mettre à profit les deux niveaux de fidélité afin de paramétrer un
modèle haute fidélité HF directement par un modèle basse fidélité LF. L’écart entre les deux modèles
sera exploité pour construire un critère d’enrichissement permettant à terme de choisir le nouveau point
dans l’espace de conception et le niveau de simulation nécessaire.

2 La méthode à base réduite

Sous les conditions définies dans les travaux sur la base réduite, Reduced Basis RB [4], la séparation
des variables est possible, les réponses approchées sont construites par combinaison linéaire des modes
spatiaux. L’approche présentée s’inspire de la méthode non intrusive à base réduite, Non Intrusive Re-
duced Basis NIRB développée par Maday et al. [5, 6] . Elle est adaptée à la représentation de données
de simulations en ”boite noire”, sans intervenir dans les codes de simulation. L’objectif de la méthode
est de trouver le meilleur espace d’approximation linéaire pour lequel l’erreur est définie par une petite
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épaisseur de Kolmogorov.

L’idée est d’exprimer une solution HF sHF par une solution LF sLF . L’objectif à terme est d’utiliser
deux niveaux de fidélités physiques directement sans passer par un métamodèle.

sHF ≈ s̃HF(sLF(θ)) (1)

L’ensemble des points HF et LF sont échantillonnés dans un premier temps à partir d’un plan d’ex-
périence DOE (Design Of Experiment), comportant M points définis par un vecteur de paramètres Θ,

sHF
j (x,θ j)≈ s̄+

m

∑
i=1

φi(x)< sHF
j (x,θ j),φi(x)>,θ j ∈ DOE,x ∈ Rn (2)

sHF
j (x,θ j)≈ s̄+

m

∑
i=1

φi(x)αi(θ j) (3)

avec

αi(θ j) = φ
T
i sHF(θ j), i = 1...m, j = 1...M (4)

avec s̄ la moyenne des clichés HF, m l’ordre de troncature de la base et n la dimension du problème
tel que m < M < < n. On introduit la base Φ de l’espace linéaire .

3 Définition de la multifidélité

Le modèle MF approché est construit à partir de la méthode RB présentée pour un ensemble M de
clichés HF. On considère α̃i(θ)≈ αi(θ), les coefficients de la combinaison linéaire du modèle approché

sHF(x,θ)≈ s̄+
m

∑
i=1

φi(x)< sLF(x,θ),φi(x)>,θ /∈ DOE (5)

s̃(x,θ) = s̄+
m

∑
i=1

φi(x)α̃i(θ) (6)

avec

α̃i(θ) = φ
T
i sLF(θ), i = 1...m (7)

.
A chaque point, la réponse est représentée en champ complet par projection du cliché LF sur la base

HF. L’intérêt est d’une part de réduire le nombre d’évaluation de sHF , et d’autre part d’obtenir un modèle
HF directement à partir de la réponse LF. La méthode nécessite uniquement un plan d’expériences HF, et
à chaque nouveau point d’évaluation le modèle LF est évalué, il n’y a pas de régression de coefficients.
Une erreur existe toutefois aux points d’apprentissage, la méthode n’est pas interpolante aux points HF,
donc les données du DOE ne sont pas restituées exactement :

m

∑
i=1

φi(x)φT
i sHF(θ j) 6=

m

∑
i=1

φi(x)φT
i sLF(θ j)

On se sert ainsi de cette erreur pour construire le critère d’enrichissement.

4 La stratégie d’enrichissement

La base HF pourrait être enrichie par l’ajout de points LF ou HF suivant une stratégie prenant en
compte les coûts de calculs, la pertinence quant à la recherche d’optimum ou l’erreur par rapport à la
référence. La donnée la plus fiable constitue la valeur de référence.
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Les données LF sont exprimées dans la base HF. L’erreur d’approximation aux points d’apprentis-
sage est controlée avec une correction basée sur un modèle de αHF(θ)− α̃HF(αLF(θ)). La correction
multifidélité MF se défini par :

∆i(θ j) = φ
T
i (s

HF(θ j)− sLF(θ j)), j ∈ DOE (8)

L’erreur ∆i(θ) servira de correction pour la suite et sera corrigée durant l’optimisation :

∆̃i(θ)≈ ∆i(θ) (9)

Par la suite, le modèle approché est défini comme

s̃MF(θ) = s̄+
m

∑
i=1

φ jφ
T
j sLF(θ)+ ∆̃i(θ) (10)

L’idée est d’appliquer un modèle d’approximation ∆̃i(θ) sur les points ∆i(θ) pour corriger le modèle
et faire évoluer cette correction avec des points ”bien” choisis. Le krigeage fournit l’approximation et la
variance de ∆i(θ) qui est exploitée pour le choix d’un point d’enrichissement. Cette idée a été dévelopée
dans [2], dans le cadre de l’Efficient Global Optimization EGO.

La prédiction d’un point à partir du modèle des M données échantillonnées est réalisée de manière
à maximiser la vraisemblance, Maximum Likelihood Estimation MLE [7]. Le critère d’amélioration
espérée Expected Improvement EI répond à cet objectif. On détermine ce point au maximum de l’EI

E[I(θ)] = (∆min− ∆̃i(θ))[
1
2
+

1
2

er f (
∆min− ∆̃i(θ)

γ̂
√

2
)]+ γ̂

1√
2π

exp[
(∆min− ∆̃i(θ)

2γ̂2 ] (11)

avec γ̂2(θ) l’erreur moyenne quadratique du processus gaussien sous-jacent.

5 Application

Pour illustrer les méthodes présentées, un modèle analytique multifidélité inspiré de la fonction à
deux niveaux de fidélités de Forrester et al. 2007 [8] est adaptée par Benamara et al. [1] de manière à
être représentatifs d’un problème d’optimisation aérodynamique. L’aspect multi-modal se retrouve dans
l’expression de l’objectif d’efficacité par exemple, que l’on retrouve dans les calculs sur les aubes de
turbine basse pression de moteur aéronautique.

FIGURE 1 – Moteur LEAP développé par SAFRAN [9]

On considère un espace D dans R2 tel que D = [4,6]× [10,14] décrit une fonction continue HF
définie par y

yθ(x) : D → Fh(R[0,1])

θ 7→ 1
2(6x−2)2 sin(θ2x−4)+ sin(10cos(θ1x))

et une fonction LF z

zθ(x) : D → Fl(R[0,1])

θ 7→ 1
2(6x−2)2 sin(θ2x−4)+10(x− 1

2)
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La modélisation s’effectue à partir d’un plan d’expérience DOE Design Of Experiment du type Latin
Hypercube Sampling LHS. On considère un échantillon de M points sur le plan d’expériences des para-
mètres à deux dimensions θ1 et θ2, soit x ∈ Rn avec n > M.

La figure 1 (gauche) représente l’échantillonnage M=3 réalisé sur les données de fonctions HF et LF
pour une valeur de discrétisation n=100. Sur l’ensemble est évalué la différence entre les fonctions MF
et LF, approchée par le métamodèle de krigeage interpolant les points d’apprentissage du DOE figure 1
(droite). Les valeurs de la fonction HF, LF et MF sont évalués sur un point θ(4.95,11.67) de la grille de
validation figure 1 (milieu).

FIGURE 2 – Evaluation de modèles HF et MF à partir d’un DOE à 3 points avec la surface de correction
correspondante

La fonction LF est évaluée sur 3 points du DOE initial. On obtient une matrice à S(100,3) correspon-
dant à un point par mode pour n lignes de la discrétisation. Sur la figure 1 (milieu), on peut observer
que la fonction LF (bleu pointillé) présente moins d’oscillations que la courbe HF (rouge continue). Il
est intéressant d’observer également que la fonction MF (verte) capte la tendance globale de HF. Les
clichés HF, MF et MF corrigées sont projetées dans la base HF pour obtenir les coefficients αMF(θ) tel
que SMF(x,θ) = Φ(x)αMF(θ). Sur la figure 3 on peut visualiser les différences entre la réprésentation
des modes pour les données HF et MF.

FIGURE 3 – Manifold des coefficients HF et MF
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Le nombre de modes HF est supérieur à celui capté par la fonction MF. On observe bien, sur la repré-
sentation des trois premiers coefficients MF, que la projection des clichés LF sur la base HF représente
une suface 2D tandis que l’espace HF varie sur les trois composantes de la base. Les éléments manquants
aux fonctions MF sont évalués à partir de ∆̃.

(a) Correction par le 1er mode (b) Correction par le 2e mode (c) Correction par le 3e mode

(d) Erreur de reconstruction ini-
tiale

(e) Erreur de reconstruction avec
une 1re correction

(f) Erreur de reconstruction avec
une seconde correction

(g) f(4.95,11.67)(x) sans enrichisse-
ment

(h) f(4.95,11.67)(x) pour 1 point
d’enrichissement

(i) f(4.95,11.67)(x) pour 2 points
d’enrichissement

FIGURE 4 – Evaluation des courbes multifidélité NIRB pour un enrichissement de 2 points et l’erreur
correspondante

La figure 3 présente les fonctions obtenues pour un point de la grille (g), (h) et (i) et l’erreur sur
l’ensemble de la grille (d), (e) et (f). Au niveau des points d’enrichissement, l’erreur est proche de 0. Sur
les trois itérations, elle diminue sur l’ensembe la grille de validation. Les surfaces d’erreurs (a), (b) et (c)
sont évaluées sur les trois premiers modes les plus impactants . Deux points sont fournis par le critère EI
(1 point à chaque itération) sur la surface de réponse ∆̃.

Pour le point choisi θ(4.95,11.67) (étoile rouge), on observe une amélioration de la fonction NIRB
MF avec correction et de MF sans correction, ces courbes se rapprochent de la courbe HF. A la troisième
itération, la fonction MF corrigée est similaire à la courbe HF. Dans cet exemple, la surface de correction
a été réduite par l’enrichissement, l’amélioration est bien observable sur la courbe avec la correction.
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6 Conclusion

La régression se fait uniquement sur la différence entre HF et LF supposée régulière, sa représenta-
tion nécessite un échantillonnage plus faible que pour le modèle complet. Dans le cas limite où les deux
niveaux de fidélités sont identiques, l’interpolation HF permet de retrouver la solution exacte. D’autre
part, la méthode nécessiste seulement un plan d’expérience HF, le modèle LF est toujours évalué au point
d’évaluation.

La fonction analytique choisie confirme l’interêt d’explorer cette méthode et proposer des amélio-
rations pour des cas tests industriels. Il serait également interessant de comparer cette méthode à la
MFNIPOD qui propose une base multifidélité. Enfin, l’utilisation du critère EI pourrait être comparé
au critère de Guttmann pour une surface de réponse RBF, le krigeage étant limité en hautes dimensions.
L’objectif à terme est de déterminer les limites de la méthode dans des cas réels et proposer un algorithme
adapté à deux niveaux de fidélités ou plus.
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