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Résumé — Nous développons et évaluons numériquement une méthode Hybrid-High Order (HHO)
pour un problème de plasticité incrémentale et associative en grande déformations. Les méthodes HHO
utilisent des inconnues polynômiales de degré k ≥ 1 sur le squelette du maillage, avec des inconnues
polynômiales dans les cellules qui peuvent être éliminées par condensation statique. Cette méthode HHO
est primale, supporte des maillages polyédriques et est sans verrouillage numérique. On compare cette
méthode HHO avec des éléments finis conformes et mixtes d’un code industriel code_aster .
Mots clés — Méthodes Hybrid High-Order, Grandes déformations, Plasticité, Maillages polyédriques.

1 Introduction

Les méthodes Hybrid High-Order (HHO) ont été développées initialement, il y a quelques années,
pour les problèmes de diffusion [6] et de l’élasticité linéaire [5]. Depuis, les méthodes HHO ont reçu
un intérêt important et ont été étenduese en mécanique des solides à l’élasticité non-linéaire en petites
déformations [3], à l’hyperélasticité en grandes déformations [1] et à la plasticité associative en petites
déformations [2]

Les inconnues pour les méthodes HHO sont des inconnues portées par les faces qui sont des poly-
nômes continus par morceaux sur le squelette du maillage. Des inconnues dans les cellules sont éga-
lement introduites. Ces inconnues supplémentaires sont déterminantes pour la stabilité et les propriétés
d’approximation de la méthode et peuvent être éliminées localement en utilisant une condensation sta-
tique (ou complément Schur local).

La construstruction des méthodes HHO s’articule autour de deux idées clés : (i) un opérateur local
de reconstruction d’ordre supérieur agissant sur les inconnues des faces et de la cellule ; (ii) un opérateur
local de stabilisation qui impose faiblement sur chaque face du maillage l’égalité entre les inconnues des
faces et la trace des inconnues de la cellule. Une nouvelle conception de l’opérateur de stabilisation a été
proposée dans [5, 6] conduisant à des estimations d’erreur en norme de l’énergie en O(hk+1) pour des
problèmes linéaires avec des solutions lisses, où h est la taille du maillage et k est l’ordre polynomial
des inconnues des faces. Les méthodes HHO offrent plusieurs avantages : (i) la construction est indé-
pendante de la dimension ; (ii) les maillages polyèdriques (y compris les interfaces non-conformes) sont
supportées ; (iii) une formulation locale utilisant des flux équilibrés est disponible, et (iv) un coût numé-
rique réduit grace à la condensation statique des inconnues de cellule et aux taux de convergence élevés.
En mécanique numérique, une autre caractéristique importante des méthodes HHO est l’absence de ver-
rouillage volumique [5]. La méthode HHO proposée est implémentée dans la bibliothèque DiSk++ 1

qui offre une implémentation open-source des méthodes HHO et utilise les concepts de programmation
générique [4].

Dans ce travail, on développe une méthode HHO pour la plasticité incrémentale en grandes déforma-
tions et on la compare à des méthodes éléments finis conformes, primales et mixtes implémentées dans
code_aster [7].

1. https://github.com/wareHHOuse/diskpp

1



2 Problème des grandes déformations plastiques

On s’intéresse ici à trouver l’évolution quasi-statique sur I = [0, tF ] d’un solide élatoplastique Ω0
dans sa configuration de référence. Cette évolution a lieu sous l’action d’un chargement volumique f :
Ω0× I→ Rd , d’un chargement de Neumann t : ΓN× I→ Rd sur ΓN et par l’imposition d’une condition
de Dirichlet uD : ΓD× I → Rd sur ΓD. L’opérateur gradient est défini par-rapport aux coordonnés de
référence X (on utilise la notation X pour l’indiquer). Soit V n

D, resp. V0, l’ensemble des déplacements
cinématiquement admissibles qui satisfont les conditions de Drichichlet, resp. un déplacement nul sur le
bord ΓD.

V n
D =

{
v ∈ H1(Ω0;Rd) | v = uD(tn) on ΓD

}
, V0 =

{
v ∈ H1(Ω0;Rd) | v = 0 on ΓD

}
. (1)

et X l’espace des variables internes généralisées χ

X :=
{

χ = (Ep,α) ∈ Rd×d
sym ×Rm | trace(Ep) = 0

}
. (2)

Pour tout pseudo-pas de temps 1≤ n≤ N, où un−1 ∈V n−1
D et χn−1 ∈ L2(Ω0;X) sont connus de l’instant

précédent ou de la condition initiale. On cherche un ∈V n
D et χn ∈ L2(Ω0;X) tel que∫

Ω0

P n : ∇X vdΩ0 =
∫

Ω0

f n·vdΩ0 +
∫

ΓN

tn·vdΓ for all v ∈V0, (3a)

aet
(χn,P n) = FINITE_PLASTICITY(χn−1,F (un−1),F (un)). (3b)

La procédure FINITE_PLASTICITY est un intégrateur générique de la loi de comportement basé sur
les déformations logarithmiques et permet de calculer les nouvelles valeurs des variables internes géné-
railisées χ et du tenseur des contraintes de Piola–Kirchhoff P . On se place dans le cadre des matériaux
standard généralisés [8] et les déformations logarithmiquesE = 1

2 ln(F TF ) ∈Rd×d
sym sont basées sur l’ar-

ticle [9] avec T ∈Rd×d
sym le tenseur des contraintes logarithmiques conjugué. Les déformations plastiques

sont mesurées par l’intermédiaire des déformations logarithmiques plastiques Ep ∈ Rd×d
sym et on suppose

une décomposition additive de E tel que :

Ee :=E−Ep. (4)

où Ee ∈ Rd×d
sym est le tenseur des déformations logarithmiques élastiques. Les variables internes généra-

lisées χ := (Ep,α) ∈ X sont le couple composé des variables internes α qui permettent de décrire l’état
interne du matériau et des déformations logarithmiques plastiques Ep.

La procédure FINITE_PLASTICITY est décrite dans l’Algorithme 1 et est composée de trois étapes.
Premièrement, un pré-traitement géométrique pour calculer les déformations logarithmiquesEn−1 etEn.
Ensuite, on utilise un intégrateur de comportement en petites déformations pour calculer les nouvelles va-
leurs du couple (χn,T n). Enfin, un post-traitement géométrique est appliqué pour calculer les nouvelles
valeurs du couple (χn,P n). L’avantage d’utiliser les déformations logarithmiques est que c’est une me-
sure objective des grandes déformations et qu’elles permettent de réutiliser les lois de comportement
développées dans le cadre des petites déformations plastiques.

Algorithm 1 Calcul de (χn,P n

1: procedure FINITE_PLASTICITY(χ,F n−1,F n)
2: Set En−1 = 1

2 ln(F n−1,TF n−1), En = 1
2 ln(F n,TF n) and dE :=En−En−1

3: Compute (χn,T n) = SMALL_PLASTICITY(χn−1,En−1,dE).
4: Compute P n = T n : (∂FE)n

5: return (χn,P n)
6: end procedure
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FIGURE 1 – Degrés de liberté des faces (noir) et de la cellule (gris) dans Uk
T pour k = 1 et k = 2 en 2D .

3 Méthode Hybrid High-Order

On considère un maillage polyédrique Th de Ω0 admissible, c.f. [5]. Soit k ≥ 1 un degré polynomial
fixé. Dans chaque cellule du maillage T ∈ Th, les inconnues HHO locales consistent en la paire (vT ,v∂T ),
où les inconnues de la cellule vT ∈ Pk

d(T ;Rd) sont les coefficients d’un polynôme à valeurs vectorielles
à d-variables de degré au plus k dans chaque cellule T , et v∂T ∈ Pk

d−1(F∂T ;Rd) =
Ś

F∈F∂T
Pk

d−1(F ;Rd)
un polynôme à valeurs vectorielles à (d−1)-variables de degré au plus k sur chaque face F ∈ F∂T (F∂T
est l’ensemble des faces de T ). On écrit de manière plus concise

(vT ,v∂T ) ∈Uk
T := Pk

d(T ;Rd)×Pk
d−1(F∂T ;Rd). (5)

Les degrés de liberté sont illustrés sur la Fig. 1, où un point indique un degré de liberté (qui n’est pas
nécessairement un point d’évaluation).

3.1 Reconstruction du gradient discret et opérateur de stabilisation

Le premier ingrédient pour développer les méthodes HHO est la reconstruction d’un gradient dis-
cret localement à la cellule T ∈ Th. Cette reconstruction est matérialisée par un opérateur Gk

T : Uk
T →

Pk
d(T ;Rd×d) défini dans l’espace composé des polynômes à valeurs dans Pk

d(T ;Rd×d). Pour tout (vT ,v∂T )∈
Uk

T , le gradient discret reconstruit Gk
T (vT ,v∂T ) ∈ Pk

d(T ;Rd×d) est obtenu en résolvant le problème local
suivant : Pout tout τ ∈ Pk

d(T ;Rd×d),

(Gk
T (vT ,v∂T ),τ )L2(T ) = (∇X vT ,τ )L2(T )+(v∂T − vT |∂T ,τ nT )L2(∂T ). (6)

On définit égalementF k
T (vT ,v∂T )=G

k
T (vT ,v∂T )+Id . Le second ingrédient des méthodes HHO est la dé-

finition d’un opérateur de stabilisation local qui impose faiblement l’égailité entre les inconnues des faces
et la trace des inconnues de la cellule. Suivant [6, 5], l’opérateur de stabilisation Sk

∂T : Pk
d−1(F∂T ;Rd)→

Pk
d−1(F∂T ;Rd) agit sur la différence θ = v∂T − vT |∂T ∈ Pk

d−1(F∂T ;Rd) et est tel que, pour tout θ ∈
Pk

d−1(F∂T ;Rd),
Sk

∂T (θ) = Π
k
∂T

(
θ− (I−Π

k
T )D

k+1
T (0,θ)|∂T

)
, (7)

où Π
k
T et Π

k
∂T sont, respectivement, les projecteurs L2-orthogonaux sur Pk

d(T ;Rd) et Pk
d−1(F∂T ;Rd).

L’opérateur de reconstruction local du déplacent Dk+1
T :Uk

T →Pk+1
d (T ;Rd) est tel que, pour tout (vT ,v∂T )∈

Uk
T , Dk+1

T (vT ,v∂T ) ∈ Pk+1
d (T ;Rd) est obtenu en résolvant le problème de Neumann local suivant : Pour

tout w ∈ Pk+1
d (T ;Rd),

(∇X Dk+1
T (vT ,v∂T ),∇X w)L2(T ) = (∇X vT ,∇X w)L2(T )+(v∂T − vT |∂T ,∇swnT )L2(∂T ), (8)

avec la condition suivante sur la moyenne
∫

T Dk+1
T (vT ,v∂T ) dT =

∫
T vT dT . On peut démontrer dans le

cas de l’élasticité linéaire l’absence de verrouillage et la converge à l’ordre hk+1 en norme de l’énergie
pour des solutions régulières (voir [5]).

3.2 Problème discret

Nous allons maintenant définir le problème discret global. On définit Pk
d(Th;Rd) :=

Ś

T∈Th
Pk

d(T ;Rd)

et Pk
d−1(Fh;Rd) :=

Ś

F∈Fh
Pk

d−1(F ;Rd). L’espace global des inconnues HHO est le suivant :

Uk
h := Pk

d(Th;Rd)×Pk
d−1(Fh;Rd). (9)
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La condition de Dirichlet sur ΓD est imposée fortement aux inconnues des faces sur ΓD.

Uk,n
h,D :=

{
(vTh

,vFh
) ∈Uk

h | vF = Π
k
F(uD(t

n)), ∀F ∈ F b,D
h

}
, (10a)

Uk
h,0 :=

{
(vTh

,vFh
) ∈Uk

h | vF = 0, ∀F ∈ F b,D
h

}
. (10b)

où Π
k
F est le projecteur L2-orthogonal sur Pk

d−1(F ;Rd). On définit également l’espace discret X̃ kQ
Th

pour
les variables internes généralisées qui consiste en un ensemble de points de quadrature d’ordre au moins
kQ sur chaque cellule T ∈ Th. Les variables internes généralisées discrètes seront évaluées et connues
uniquement en ces points.

Le problème discret global consiste à chercher pour chaque pas de temps 1≤ n≤, la paire composée
du déplacement discret (un

Th
,un

Fh
) ∈ Uk,n

h,D et des variables internes généralisées discrètes χ̃
n
Th
∈ X̃ kQ

Th
tel

que, pour tout (δvTh
,δvFh

) ∈Uk
h,0,

∑
T∈Th

(P̃ n,Gk
T (δvT ,δv∂T ))L2(T )+ ∑

T∈Th

β(γ∂T Sk
∂T (u

n
∂T −un

T |∂T ),S
k
∂T (δv∂T −δvT |∂T ))L2(∂T )

= ∑
T∈Th

( f n,δvT )L2(T )+ ∑
F∈F b,N

h

(tn,δvF)L2(F), (11)

et pour tout point de quadrature ξ
T, j
∈ Rd ,

(χ̃n
T
(ξ

T, j
), P̃ n(ξ

T, j
), Ãn

ep(ξT, j
)) =

FINITE_PLASTICITY(χ̃n−1
T

(ξ
T, j

),F k
T (u

n−1
T ,un−1

∂T )(ξ
T, j

),F k
T (u

n
T ,u

n
∂T )(ξT, j

)), (12)

avec (un−1
Th

,un−1
Fh

) ∈Uk,n−1
h,D et χ̃

n−1
Th
∈ X̃ kQ

Th
donnés à partir du pas de temps précédent ou de la condition

initiale. De plus, à la deuxième ligne de (11), la stabilisation utilise un poids de la forme β = 2µβ0 avec
β0 > 0 et où la fonction γ∂T constante par morceaux est telle que γ∂T |F = h−1

F pour tout F ∈ F∂T , avec hF

le diamètre de la face F . Ce problème non-linéaire est résolu par une méthode de Newton.

3.3 Implémentation

Comme c’est classique avec les méthodes HHO [5, 6], et plus généralement avec les méthodes d’ap-
proximation hybrides, les inconnues de cellules uT peuvent être éliminées localement en utilisant une
condensation statique (ou complément Schur). Le système réduit concerne uniquement les inconnues sur
les faces du maillage et est de taille NFh×d

(k+d−1
d−1

)
, où NFh indique le nombre de faces du maillage.

L’implémentation des méthodes HHO est réalisée dans la bibliothèque open-source DiSk++ [4] qui
fournit des outils de programmation générique pour faciliter l’implémentation des méthodes HHO et est
disponible en ligne 2. De plus, pour limiter les coûts de calcul lors de la résolution du problème par la
méthode de Newton, le gradient reconstruit discret (6) et l’opérateur de stabilisation (7) sont calculés une
fois pour toute avant la résolution et sont ensuite réutilisés à chaque itération de Newton.

4 Résultat numérique

On évalue les performances de la méthode HHO étudiée ici, noté HHO(1), resp. HHO(2), suivant
l’ordre k des faces sur le problème d’un barreau en traction uniaxiale. On compare les résultats obtenus
avec ceux de méthodes conformes linéaire Q1 et quadratique Q2, ainsi qu’une méthode mixte à 3 champs
notée UPG (approximation quadratique en déplacement et linéaire en pression et gonflement) provenant
de code_aster .

2. https://github.com/wareHHOuse/diskpp
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4.1 Barreau en traction

Dans cet exemple, nous considérons une barre rectangulaire avec une imperfection géométrique ini-
tiale soumise à une extension uniaxiale. Cet exemple a été étudié précédemment par de nombreux auteurs
comme un problème de striction (voir par exemple [10]) et peut être utilisé pour tester la robustesse des
différentes méthodes. La barre a une longueur de 53.334 mm et une largeur variable d’une valeur initiale
de 12.826 mm en haut à une largeur de 12.595 mm au centre de la barre pour créer un défaut géomé-
trique. Un déplacement horizontal u = 5 mm est imposé aux deux extrémités, comme le montre la Fig.
2a. Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la barre est discrétisé avec un maillage composé de 400
quadrangles, voir Fig. 2b. La courbe force-déplacement est tracée sur la Fig. 2c, et nous pouvons obser-
ver qu’excepter pour Q1, les autres méthodes donnent des résultats très similaires. De plus, on visualise
la trace du tenseur des contraintes de Cauchy σ sur la Fig. 3. Les formulations primales conformes Q1 et
Q2 présentent des oscillations ce qui confirme la présence d’un verrouillage volumétrique, contrairement
aux méthodes HHO et UPG qui donnent des résultats similaires et sans oscillations. Nous remarquons
que les résultats pour HHO(1) sont légèrement moins précis que pour HHO(2) et UPG car HHO(1) a
moins de points de quadrature pour le même maillage mais le calcul est moins couteux (HHO(2) et UPG
ont le même nombre de points de quadrature). Il suffit d’augmenter le nombre d’éléments du maillage
pour obtenir des résultats similaires.

(a) (b)

0 1 2 3 4 5
0

2

4

6

Q1 Q2 UPG

HHO(1) HHO(2)

(c)

FIGURE 2 – Barreau en traction : (a) Géométrie et conditions aux limites (dimensions en mm) (b)
Maillage composé de 400 quadrangles. (c) Courbes force-déplacement pour les différentes méthodes.

5 Conclusion

Nous avons développé et évalué numériquement une méthode Hybrid High-Order pour les problèmes
de plasticité associative en grandes déformations. La méthode montre un comportement robuste et pro-
duit des solutions précises avec un nombre modéré de degrés de liberté. En particulier, comme les mé-
thodes mixtes, la méthode HHO ne présente pas de verrouillage numérique dû à l’incompressibilité
plastique, mais en étant purement primale. De plus, la méthode HHO supporte les maillages généraux
avec des interfaces éventuellement non conformes. Finalement, l’implémentation de cette méthode HHO
est en cours dans code_aster .
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(a) Q1 (b) Q2 (c) UPG

(d) HHO(1) (e) HHO(2)

FIGURE 3 – Barreau en traction : trace du tenseur des contraintes de Cauchy σ (en MPa) aux points de
quadrature sur la configuration déformée.
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