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Résumé — Dans ce travail, nous proposons une technique de construction de modèle d’ordre réduit
qui préserve la stabilité du modèle complet dans les problèmes vibro-acoustiques transitoires formulés
en u− p− φ (déplacement structurel, pression acoustique, potentiel de déplacement fluide) discrétisés
avec la méthode des éléments finis. La technique proposée est également valable pour les problèmes
extérieurs lorsque la condition de rayonnement de Sommerfeld par la méthode de BGT-1 [2] est utilisée.
La stabilité du modèle d’ordre réduit est démontrée théoriquement et numériquement.
Mots clés — Modèle d’ordre réduit, préservation de la stabilité, vibro-acoustique transitoire.

1 Introduction

Malgré l’amélioration constante de la puissance de calcul des ordinateurs, le calcul et l’analyse de la
réponse vibratoire de structures immergées demeurent des processus coûteux dans les industries navale et
nucléaire, de par la taille et la complexité des structures en jeu, ainsi que leur couplage fort avec un fluide
lourd. La discrétisation par éléments finis de tels problèmes vibro-acoustiques résulte en des systèmes
matriciels à plusieurs millions de degrés de liberté, couplant les inconnues structure et fluide. Même pour
les régimes harmoniques linéaires, le calcul de la réponse fréquentielle dans ce cadre est conséquent : les
matrices à inverser à chaque fréquence sont complexes, non-hermitiennes et les systèmes résultants sont
souvent mal conditionnés. Le temps de calcul total pour une réponse en bande fréquentielle fine peut dès
lors devenir prohibitif en bureau d’études.

Les techniques de réduction de modèle sont maintenant capables de réduire drastiquement les temps
de calcul sans perdre de précision. On peut trouver dans la littérature différentes méthodes de réduction,
par exemple la Méthode des Bases Réduites (RBM) [3, 12], la POD [8], la PGD [4, 15] et la méthode de
projection de Krylov [9, 10, 19].

Alors que la réduction du problème harmonique linéaire paramétrique [12] est mature pour certaines
applications industrielles, tels les problèmes de discrétion acoustique [13], d’autres applications indus-
trielles requièrent le postraitement d’historique temporel des contraintes, et donc nécessitent la réduction
du problème vibro-acoustique transitoire paramétrique.

Pour les problèmes transitoires, il est nécessaire que le modèle réduit ait la même propriété de stabi-
lité que le modèle complet discrétisé. Dans les problèmes vibro-acoutiques transitoires intérieurs (i.e le
domaine fluide est fini) formulés en u− p (déplacement structurel - pression acoustique) et u−ψ ( dé-
placement structurel - potentiel de vitesse de déplacement fluide) discrétisés par la méthode des éléments
finis, une technique de construction de modèle d’ordre réduit qui préserve la stabilité a été proposée dans
[18]. Cette technique a été ensuite déployée dans [16] pour les problèmes extérieurs (i.e le domaine fluide
est infini) qui utilisent la méthode des méthodes des éléments infinis [1] pour modéliser la condition de
rayonnement de Sommerfeld.

Dans ce travail, nous adaptons la technique proposée dans [18] pour construire des modèles réduits
stables pour les problèmes vibro-acoustiques transitoires formulés en u− p−φ. Pour les problèmes exté-
rieurs, la technique proposée restera valable si on modélise la condition de rayonnement de Sommerfeld
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par la méthode de BGT-1 [2].

2 Modèle complet et la stabilité

Le modèle complet se réfère au modèle discret obtenu par la discrétisation des variables d’espaces
par la méthode éléments finis. Le modèle complet est gouverné par un système d’EDO d’ordre 2 :{

MẌ(t)+CẊ(t)+KX(t) = f (t)F

X(0) = X0, Ẋ(0) = Ẋ0
(1)

où M,C et K ∈Rn×n sont respectivement la matrice de masse, d’amortissement et de rigidité, F ∈Rn est
le vecteur second membre du problème et f est une fonction dépendant du temps. Le modèle (1) est dit
stable si les racines du polynôme P(s) = det(s2M+ sC+K) sont toutes de partie réelle négative.

Des différentes formulations en vibro-acoustique peut être trouvées dans la littérature [5, 6, 7, 14, 17].
Nous nous intéressons dans ce travail à la formulation en u− p−φ qui s’écrit :

 Ms 0 −ρ f Kc
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M f
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(2)
où ρ f est la masse volumique du fluide, c f est la célérité du son dans le fluide, Ms,Cs et Ks sont respec-
tivement la matrice de masse, d’amortissement et de rigidité de la structure, M f ,C f et K f sont respec-
tivement la matrice de masse, d’amortissement et de rigidité du fluide et Kc la matrice de couplage. La
matrice Ms,M f ,Ks,K f sont symétriques définies positives. Nous nous limitons dans le cas où la matrice
d’amortissement Cs et C f sont symétriques semi-définies positives.

3 Modèle d’ordre réduit stable basé sur la projection de Galerkin

3.1 Construction du modèle réduit

Soit V ∈ Cn×N , nous nous intéresserons au modèle réduit obtenu par la projection de Galerkin sur la
base V qui s’écrit : {

MrẌr(t)+CrẊr(t)+KrXr(t) = f (t)Fr

Xr(0) =V ∗X0, Ẋr(0) = V ∗Ẋ0
(3)

avec Mr =V ∗MV,Cr =V ∗CV et Kr =V ∗KV ∈CN×N et Fr =V ∗F ∈CN . L’approximation de la solution
du modèle complet (1) par le modèle réduit (3) est : XMOR(t) =V Xr(t). En général, le modèle réduit (3)
et le modèle complet (1) n’admettent pas la même propriété de stabilité.

Nous proposons ici de construire les modèles d’ordre réduit par la projection de Galerkin sur la base
V de la forme :

V =

Vu 0 0
0 Vp 0
0 0 Vp

 ∈ Cn×(Nu+2Np) (4)

afin de préserver la stabilité du modèle complet (2). En effet, nous pouvons montrer, par le calcul du
polynôme P(s) défini dans la section précédente, que le modèle réduit ainsi construit admet la même
propriété de stabilité que le modèle réduit obtenu par la projection de Garlerkin du modèle complet en

u− p sur la base Vup =

(
Vu 0
0 Vp

)
∈Cn×(Nu+Np) [11]. Dans [18], il a été démontré que dans la formulation

en u− p, le modèle d’ordre réduit obtenu par la projection de Garlerkin sur la base Vup est stable. Nous
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pouvons donc conclure que dans la formulation en u− p− φ, le modèle d’ordre réduit obtenu par la
projection de Garlerkin sur la base de la forme (4) est stable.

La traduction de la condition de rayonnement de Sommerfeld par la méthode BGT-1 [2] pour traiter
le problème du domaine fluide infini équivalant à ajouter une matrice d’amortissement symétrique semi-
définie positive CBGT

f dans le fluide et modifier la matrice de rigidité du fluide K f par Knew
f = K f +KBGT

f

où KBGT
f est une matrice symétrique semi-définie positive. La technique proposée reste par conséquent

valable dans ce cas.

3.2 Construction de la base réduite

La qualité du modèle d’ordre réduit obtenu par la projection de Garlerkin présenté dans la section 3.1
dépend fortement du choix de la base réduite V . Différentes méthodes de construction de la base réduite
V peuvent être retrouvées dans la littérature [8, 9, 10, 19]. Nous proposons ici d’utiliser la base réduite
obtenue par l’algorithme glouton appliqué sur le problème complet (2) en régime harmonique en consi-
dérant la fréquence comme le paramètre du problème. Le problème complet (2) en régime harmonique
s’écrit :

[−ω
2Mupφ + iωCupφ +Kupφ]︸ ︷︷ ︸

Aupφ(ω)

X̃upφ(ω) = Fupφ (5)

où ω représente la pulsation. La construction classique de la base réduite par l’algorithme glouton est
présentée dans l’algorithme suivant :

Algorithm 1 : Construction de la base réduite avec l’algorithme glouton
Entrée : Nmax (nombre de mode), Ntir (nombre d’échantillonnages à tirer aléatoirement à chaque
itération), ωmin (la pulsation minimale d’intérêt), ωmax (la pulsation maximale d’intérêt), les matrices
Mupφ,Cupφ,Kupφ et le second membre Fupφ.
Sortie : La base réduite VNmax

1: On choisit X̃upφ(ωmin) pour le premier mode :
2: Enrichir la base :

V1 = {
X̃upφ(ωmin)

||X̃upφ(ωmin)||
}

3: while (k ≥ 2 and k ≤ Nmax) do
4: Générer un échantillon aléatoire SNtir de Ntir valeurs dans [ωmin,ωmax]
5: Résoudre pour chaque valeur ω ∈ SNtir le problème réduit de taille k−1 :

Ar
upφ(ω)X̃

r
upφ(ω) = Fr

upφ

où Ar
upφ

(ω) =V ∗k−1Aupφ(ω)Vk−1 et Fr
upφ

=V ∗k−1Fupφ.
6: Identifier la valeur ω∗ qui maximise la norme de résidus :

ω
∗ = argmaxω∈SNtir

||Fupφ−Aupφ(ω)Vk−1X̃ r
upφ(ω)||

7: Orthogonaliser le nouveau mode X̃upφ(ω
∗) avec la base Vk−1

8: Enrichir la base :

Vk = [Vk−1,ortho(X̃upφ(ω
∗),Vk−1)]

9: k = k+1
10: end while

Afin de s’assurer la stabilité du modèle réduit, nous proposons de transformer la base au fur et à
mesure à la forme (4) dans la boucle de l’algorithme glouton. Le nouvel algorithme glouton est présenté
dans l’algorithme 2.
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Algorithm 2 : Construction de la base réduite qui assure la stabilité du modèle d’ordre réduit avec
l’algorithme glouton
Entrée : Nmax (nombre de mode), Ntir (nombre d’échantillonnages à tirer aléatoirement à chaque
itération), ωmin (la pulsation minimale d’intérêt), ωmax (la pulsation maximale d’intérêt), les matrices
Mupφ,Cupφ,Kupφ et le second membre Fupφ.
Sortie : La base réduite VNmax

1: On choisit X̃upφ(ωmin) = (U(ωmin),P(ωmin),Φ(ωmin))
T pour le premier mode

2: Enrichir la base :

V1 =


U(ωmin)
||U(ωmin)|| 0 0

0 P(ωmin)
||P(ωmin)|| 0

0 0 P(ωmin)
||P(ωmin)||


3: while (k ≥ 2 and k ≤ Nmax) do
4: Générer un échantillon aléatoire SNtir de Ntir valeurs dans [ωmin,ωmax]
5: Résoudre pour chaque valeur ω ∈ SNtir le problème réduit de taille 3(k−1) :

Ar
upφ(ω)X̃

r
upφ(ω) = Fr

upφ

où Ar
upφ

(ω) =V ∗k−1Aupφ(ω)Vk−1 et Fr
upφ

=V ∗k−1Fupφ.
6: Identifier la valeur ω∗ qui maximise la norme de résidus :

ω
∗ = argmaxω∈SNtir

||Fupφ−Aupφ(ω)Vk−1X̃ r
upφ(ω)||

7: Orthogonaliser les vecteurs (U(ω∗),0,0)T , (0,P(ω∗),0)T , (0,0,P(ω∗))T avec la base Vk−1
8: Enrichir la base :

Vk = [Vk−1,ortho((U(ω∗),0,0)T ,Vk−1),ortho((0,P(ω∗),0)T ,Vk−1),ortho((0,0,P(ω∗))T ,Vk−1)]

9: k = k+1
10: end while

4 Validation numérique

4.1 Cas d’étude

La géométrie du cas d’étude numérique est présentée par la figure 1. Il s’agit d’une coque circulaire
cylindrique de longueur finie, et d’une plaque encastrée à ses extrémités, immergées dans un fluide infini.
La coque cylindrique est de longueur 0.5 m, de rayon 0.1 m et de l’épaisseur 0.01 m. La plaque est carrée
de côté 0.5 m et d’épaisseur 0.01 m. Pour modéliser la condition de rayonnement de Sommerfeld, le
domaine fluide est tronqué en une demie-sphère de rayon 1 m et la condition de BGT-1 est appliquée sur
le bord sphérique du domaine fluide. Le fluide est de masse volumique ρ f = 1000 kg ·m−3. La célérité du
son dans le fluide est c f = 1500 m ·s−1. Les matériaux constituant la structure sont tous de comportement
élastique linéaire isotrope avec le module Young E = 2.1 · 1011 Pa, le coefficient de Poisson ν = 0.3 et
la masse volumique ρs = 7850 kg ·m−3. La sollicitation est introduite par un effort nodal f (t)ex sur le
nœud positionné au point (0.1,0,0.5) (voir la figure 1).

Pour la discrétisation du problème par la méthode des éléments finis, on utilise les éléments plaques
DKT [5] pour la structure et les éléments tétraèdres linéaires pour le fluide. Le modèle d’amortissement
de Rayleigh est utilisé pour modéliser l’amortissement dans la structure (Cs = αsKs avec αs = 10−5). Le
modèle complet dans notre étude est un système d’EDO d’ordre 2 de taille n = 32298 :{

MupφẌupφ(t)+CupφẊupφ(t)+KupφXupφ(t) = f (t)Fupφ

Xupφ(0) = 0, Ẋupφ(0) = 0
(6)

où Fupφ ∈Rn est le vecteur second membre, correspondant à la force nodal unité sur le nœud positionné au
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FIGURE 1 – Illustration du maillage du cas d’étude.

point (0.1,0,0.5). Pour que les matrices soient mieux conditionnées, l’ensemble des données physiques
du problème est adimensionné à partir des échelles caractéristiques fournies par le tableau 1.

Variable Échelles caractéristiques
Longueur, déplacement L = 1m

Temps L/c f

Fréquence c f /L
Masse volumique ρ f

Pression, contrainte ρ f c2
f

Potentiel L2

Impédance ρ f c f

TABLE 1 – Échelles caractéristiques du problème adimensionné

4.2 Illustration de la stabilité du modèle réduit

Pour vérifier numériquement la stabilité du modèle d’ordre réduit, nous pouvons calculer leurs pôles
pour apprécier s’ils sont tous de parties réelles négative. La partie réelle non-négative la plus grande des
pôles du modèle d’ordre réduit obtenu par la projection de Galerkin sur la base issue de l’algorithme 1 et
2 est présentée par la figure 2.

FIGURE 2 – La partie réelle non-négative la plus grande des pôles du modèle d’ordre réduit obtenu par
la projection de Galerkin sur la base issue de l’algorithme 1 (à gauche) et l’algorithme 2 (à droite) en
fonction de la dimension du modèle d’ordre réduit.
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D’après la figure 2, nous observons que le modèle d’ordre réduit obtenu par la projection de Galerkin
sur la base issue de l’algorithme 1 n’est pas toujours stable. Il y a des instabilités dès N = 8 pour notre
cas test. Pour les modèles d’ordre réduit construits par la base issue de l’algorithme 2, nous voyons
clairement qu’ils sont toujours stables. De plus, nous voyons dans la figure 3 que la solution du modèle
d’ordre réduit construit par la projection de Galerkin sur la base issue de l’algorithme 2 fournit une très
bonne approximation de la solution du modèle complet.

FIGURE 3 – La pression moyenne sur la surface du cylindre obtenue par le modèle complet et le mo-
dèle d’ordre réduit construit par la projection de Galerkin sur la base issue de l’algorithme 2 pour
Nmax = 15. À gauche, cas f (t) = e−(a/t+bt) sin(2πt

T ) avec a = 0.1,b = 2.0 et T = 0.2. À droite, cas
f (t) = e−(a/t+bt) sin(2πt

T ) avec a = 0.1,b = 2.5 et T = 0.5.

5 Conclusion

Dans ce papier, une technique de construction de modèle réduit qui préserve la stabilité du modèle
complet discret issue de la discrétisation éléments finis de la formulation en u− p− φ est proposée
et validée numériquement. La technique de construction de la base réduite qui garantit de préserver la
stabilité du modèle complet s’appuie sur un algorithme glouton. L’étude numérique atteste que le modèle
réduit construit par la projection de Galerkin sur cette base est à la fois stable et précis.
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