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Résumé — Le but de ce travail est de traiter les problèmes de recalage séquentiel de modèles par une
approche basée sur une formulation complète de l’inférence bayésienne. La méthode de Transport Maps
permet de déterminer un couplage entre une densité de référence et la densité a posteriori. L’apport de la
méthode Proper Generalized Decomposition (PGD) permet de réduire les coûts d’évaluation du modèle
numérique multi-paramétrique et d’accélérer le calcul de minimisation dans la méthode des Transport
Maps en calculant les dérivées du modèle par rapport aux paramètres. Le couplage de ces méthodes
permet d’envisager des calculs d’assimilation temps-réel.
Mots clés — Inférence bayésienne, Assimilation de données, PGD, Transport Maps, Quantification d’in-
certitudes.

1 Introduction

Grâce aux avancées permanentes dans le développement des modèles numériques, ceux-ci sont de
plus en plus utilisés pour étudier des systèmes physiques. Cette interaction est d’autant plus forte dans le
contexte du DDDAS (Dynamic Data Driven Application System (DDDAS))[1] où le modèle numérique
est utilisé pour contrôler un système physique. Pour cela le modèle numérique doit être parfaitement
calibré tout au long du processus. C’est pourquoi l’assimilation de mesures in-situ est utilisée pour recaler
les paramètres du modèle en temps réel.

Cependant, la détermination des paramètres d’un modèle à partir de mesures bruitées entraine le plus
souvent la résolution d’un problème inverse mal posé [2]. Pour résoudre ce problème l’inférence bayé-
sienne permet une régularisation naturelle en affectant un poids de probabilité à l’ensemble de variation
des paramètres en fonction des incertitudes considérées (bruit de mesure, erreur de modèle, paramètres
stochastiques) [4]. Dans ce cadre les paramètres à recaler sont considérés comme des variables aléatoires
et le résultat de l’inférence est la densité de probabilité jointe a posteriori. La densité a posteriori est
définie par la formule de Bayes comme le produit d’une densité a priori ne prenant pas en compte la
connaissance des mesures et d’une fonction de vraisemblance donnant la probabilité que la sortie du
modèle coïncide avec la mesure pour une valeur de paramètre donnée. Cette densité donne une informa-
tion globale sur l’espace paramétrique et des méthodes d’exploration sont nécessaires pour estimer des
quantités d’intérêt (moyenne, variance, marginales de premier ordre,...). Ces estimateurs requièrent le
calcul d’intégrales en grande dimension. Pour cela l’intégration de Monte-Carlo est utilisée en générant
des échantillons par des méthodes d’échantillonnages indirectes comme la méthode de Markov Chain
Monte-Carlo (MCMC)[3]. Cette méthode implique l’évaluation de la densité a posteriori un très grand
nombre de fois rendant son utilisation impossible en temps réel[13]. Ainsi, une solution permettant de
lever cette difficulté est de supposer que le modèle est linéaire et que les densités sont gaussiennes. Ces
simplifications sont à l’origine des filtres de Kalman [7].

Ici, l’idée est de considérer la formulation bayésienne sans hypothèse simplificatrice et de coupler
cette formulation avec les méthodes de Transport Maps [8] et réduction de modèle PGD [6].

D’abord, la méthode de Transport Maps permet de construire une application déterministe entre
une mesure de probabilité (ex : loi normale centrée) et la mesure a posteriori solution de l’inférence
bayésienne [9] [10]. Cette application permet entre autre d’échantillonner la densité a posteriori a partir
de l’échantillonnage connu de la densité référence. Ensuite la méthode de réduction de modèle PGD est
utilisée à trois niveaux. La PGD est d’abord utilisée dans la formulation bayésienne en représentant la
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solution du modèle numérique multi-paramétrique de manière analytique, à variables séparées, calculée
dans une phase "offline". Ainsi, la formulation de la densité a posteriori devient explicite par rapport
aux paramètres et permet d’être évaluée à moindre coût. La PGD est également utilisée à un second
niveau dans les calculs des Transport Maps qui nécessitent la résolution d’un problème de minimisation.
En effet, grâce à la formulation explicite du modèle les informations de gradient et de hessien peuvent
être utilisées dans l’algorithme de minimisation. Enfin la PGD permet le post-traitement de la solution
d’inférence par propagation d’incertitudes sur des quantités d’intérêts.

L’efficacité de cette approche est mise en évidence sur un exemple numérique dans un contexte
d’étude d’un procédé de soudage.

2 Échantillonnage par Transport Maps pour les problèmes d’inférence
bayésienne

2.1 Formulation bayésienne des problèmes inverses

Dans ce travail le but est de caractériser des paramètres d’intérêt p à partir de mesures indirectes dobs.
Dans ce cas le formulation bayésienne du problème inverse s’écrit [3] :

π(p|dobs) =
1
C

π(dobs|p).π(p)
avec C la constante de normalisation définie comme :

C =
∫

π(dobs|p).π(p)dp

Le résultat de l’inférence est donné par la densité a posteriori π(p|dobs) donnant la probabilité de la
variable aléatoire des paramètres p sachant la mesure dobs. Cette densité est proportionnelle au produit
de la densité a priori π(p) avec la fonction de vraisemblance π(dobs|p). La densité a priori prend en
compte toutes les informations que l’on est susceptible d’avoir avant l’assimilation de la donnée dobs. La
fonction de vraisemblance donne la probabilité d’avoir la mesure dobs pour une valeur donnée p. Dans le
cas classique où un bruit de mesure additif de densité πmeas est considéré la fonction de vraisemblance
est la distance entre la sortie du modèle pour une valeur de p et l’observation, pondérée par le bruit de
mesure :

π(dobs|p) = πmeas(dobs−M (p))
Dans le cas d’assimilation de mesures {dobs

1 , ...,dobs
i } de manière séquentielle aux instants ti, i ∈

{1, ...,Nt} la formulation bayésienne est obtenue en prenant la densité a priori de l’instant ti comme la
densité a posteriori de l’instant ti−1 :

π(p|dobs
1 , ...,dobs

i ) ∝
i

∏
j=1

πt j(d
obs
j |p).π(p) (1)

Comme précédemment, la fonction de vraisemblance à l’instant t j s’exprime en fonction du modèle
(cette fois dépendant du temps) comme :

πt j(d
obs
j |p) = πmeas

(
dobs

j −M (p, t j)
)

Cette formulation ne fait pas d’hypothèses sur la forme des densités (densité a priori, densité du bruit
de mesure) ou du modèle.

2.2 Échantillonnage par Transport Maps

Le principe de la méthode des Transport Maps est de construire un couplage déterministe M entre une
mesure de référence νρ (ici normale centrée réduite) et la mesure d’intérêt (ici suivant la loi a posteriori
d’un processus d’inférence bayésienne). Ainsi, le but est de trouver le changement de variable M tel que :∫

gdνπ =
∫

g◦Mdνρ

En particulier des échantillons tirés suivant la loi de référence pourront être transformés en échantillons
suivant la loi d’intérêt par le biais de l’application M (Figure 1). Ces travaux sont issus de la théorie du
transport optimal [14] et formulés récemment pour l’inférence bayésienne [10].
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FIGURE 1 – Principe de la méthode des Transport Maps

2.2.1 Paramétrisation et calcul des Transport Maps

A partir de la loi normale centrée réduite ρ, le but est de construire l’application inversible M : Rd→
Rd telle que :

νπ ≈M]νρ = ρ◦M−1|det∇M−1|
Pour quantifier la dissimilarité des deux distributions νπ et M]νρ, la divergence de Kullback-Leibler

DKL est introduite telle que :

DKL(M]νρ||νπ) = DKL(νρ||M−1
] νπ) (2)

= Eρ

[
ln

νρ

M−1
] νπ

]
(3)

=
∫

[ln(ρ(p))− ln([π◦M](p))− ln(|det∇M(p)|)]ρ(p)dp (4)

L’application M est ensuite paramétrisée de telle sorte qu’elle vérifie l’arrangement optimal de Knothe-
Rosenblatt :

M(p) =


M1(p1)
M2(p1, p2)
...
Md(p1, p2, ..., pd)


avec :

Mk(ak
c,a

k
e,p) = Φc(p)ak

c +
∫ pk

0
(Φe(p1, ..., pk−1,θ)ak

e)
2dθ

Des polynômes d’Hermite sont choisis pour les fonctions Φc et Φe avec les coefficients ac et ae.
Ainsi la détermination de l’application M réside dans la détermination des coefficients ak

e et ak
c par

minimisation de la fonctionnelle (4). L’intégrale présente dans l’expression de la fonctionnelle est cal-
culée par une règle de quadrature (ωi,pi)

N
i=1 pour ρ (Monte-Carlo, Gauss). S’agissant d’un problème de

minimisation la densité π peut être remplacée par sa version non normalisée π̄. Finalement le problème
à résoudre s’écrit :

min
a1,...,d

c ,a1,...,d
e

N

∑
i=1

ωi

[
−log(π̃◦M(a1,...,d

c ,a1,...,d
e ,pi)− log(|det∇M(a1,...,d

c ,a1,...,d
e ,pi))|)

]
(5)

2.2.2 Assimilation de données séquentielle par Transport Maps

Dans le cas de l’assimilation séquentielle des données, la méthode des Transport Maps permet d’ex-
ploiter la structure markovienne de la densité a posteriori (1). Ainsi, au lieu de déterminer le couplage
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entre la référence ρ et la densité π(p|dobs
1 , ...,dobs

i ) à chaque pas d’assimilation ti, le couplage est déter-
miné par récurrence entre les densités a posteriori successives π(p|dobs

1 , ...,dobs
i−1) et π(p|dobs

1 , ...,dobs
i ).

Ainsi, l’application de transport de la densité ρ vers la densité a posteriori du pas d’assimilation ti s’ob-
tient par composition :

(M1 ◦ ....◦Mi)] ρ(p) = (Mi)] ρ(p)≈ π(p|dobs
1 , ...,dobs

i )

L’application M1 représente le couplage entre la densité ρ(p) et la première densité π(p|dobs
1 ) ∝

πt1(dobs
1 |p).π(p). Ensuite, chaque application Mi, i ∈ {2, ...,Nt} est calculée entre la référence ρ et la

densité π∗i définie par :
π∗i (p) = πti(d

obs
i |Mi−1(p)).ρ(p)

2.2.3 Critère de convergence

Une fois l’application de couplage M calculée, se pose la question de la qualité de l’approximation
M]νρ de la mesure νπ. Pour cela le diagnostic de variance εσ [8] [10] est défini par :

εσ =
1
2
Varρ

[
ln

νρ

M−1
] νπ

]

Le calcul de ce critère est peu coûteux car l’intégration est faite selon la mesure de référence ρ. Grâce
à ce critère une méthodologie en temps réel peut être mise en place avec adaptation de la complexité de
la transformation M (ordre des polynômes de Hermite, précision de l’algorithme de minimisation) pour
obtenir l’approximation de la précision souhaitée.

3 Apports de la méthode de réduction de modèle PGD

Avec la formulation bayésienne des problèmes d’assimilation telle que formulée en (1), la densité a
posteriori peut être exprimée de manière explicite en fonction des paramètres p si le modèle s’exprime
aussi de manière explicite. Cependant dans les cas d’étude d’ingénierie le modèle est issu de la réso-
lution numérique d’une Équation aux Dérivées Partielles (EDP) qui dépend des paramètres p du temps
t et de l’espace x. Par exemple, une résolution directe multi-paramétrique n’est pas envisageable pour
des applications temps-réel. De ce fait l’utilisation de la méthode de réduction de modèle PGD permet
d’obtenir une solution explicite de l’EDP dans une forme quasi-analytique [12].

Dans sa version classique la PGD est construite directement à partir de la formulation faible de
l’équation aux dérivées partielles résolue de manière globale en temps, espace, paramètres sous une
forme à variables séparées [5] [6] :

um(x, t,p) =
m

∑
k=1

Λk(x)λk(t)
d

∏
i=1

αik(pi)

Cette résolution est réalisée dans une phase offline et la forme réduite du modèle permet d’avoir
une bonne approximation de la solution de l’EDP par produits et sommes de fonctions Éléments Finis
(modes) dans la phase online d’assimilation.

3.1 Échantillonnage par Transport Maps avec modèles PGD

Une fois l’approximation PGD um(x, t,p) obtenue, la formulation de la densité a posteriori peut en
être directement déduite avec l’opérateur d’observation O :

dm(p, t) = O (um(x, t,p))

Si les observations sont No observations locales du champ um aux points xk, k ∈ {1, ...,No}, la sortie
du modèle s’écrit :

dm(p, t) = (um(x1,p, t), ...,um(xNo ,p, t))
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Finalement, l’expression de la densité a posteriori s’écrit dans ce cas :

π̄
(
p|dobs

1 , ...,dobs
i
)
=

i

∏
j=1

πmeas
(
dobs

j −dm (p, t j)
)
.π(p)

La densité résultat du processus d’inférence peut donc être évaluée à moindre coût par une technique
d’échantillonnage (par exemple MCMC [11]). Cette formulation est cependant encore plus intéressante
pour le calcul des Transport Maps. En effet, la méthode des Transport Maps est basée sur la minimisation
d’une fonctionnelle qui dépend de la densité a posteriori (5). Grâce à la formulation PGD, le problème
de minimisation peut être résolu par un algorithme de descente qui exploite gradient et hessien de la
fonction objectif. En effet, les dérivées du champ d’intérêt um (dont dépend la fonction objectif), par
rapport aux paramètres p se calculent simplement comme :

∂num

∂pn
j
(x, t,p) =

m

∑
k=1

Λk(x)λk(t)
∂nα jk

∂pn
j
(p j)

d

∏
i=1
i 6= j

αik(pi)

Comme les modes paramétriques sont des fonctions Éléments Finis, les dérivées se calculent sur les
fonctions de forme unidimensionnelles :

∂nα jk

∂pn
j
(p j) =

∂n

∂pn
j
[N(p j)]

{
α jk
}

avec [N(p j)] la matrice des fonctions de formes pour l’espace du paramètre p j et
{

α jk
}

le vecteur des
valeurs nodales du mode k associées. Ainsi, gradients et hessiennes sont calculés par combinaison des
dérivées des modes paramétriques calculées dans la phase offline.

3.2 Propagation d’incertitudes avec modèles PGD

Comme le champ PGD est calculé de manière globale en espace, une partie de ce champ inaccessible
aux mesures peut être considéré comme quantité d’intérêt. Dans ce cas, la quantité qm est définie par
l’opérateur Q sur le modèle PGD :

q(p, t) = Q (um(x, t,p))

Cette quantité d’intérêt est donc définie de manière globale sur l’espace paramétrique et dans le
temps. Ainsi, dès qu’un ensemble de mesures est assimilé par inférence bayésienne, des échantillons
pk, k ∈ {1, ...,NMC} tirés suivant la loi a posteriori sont disponibles pour la propagation d’incertitudes
sur la quantité d’intérêt. En effet, des échantillons qk, k ∈ {1, ...,NMC} suivant la loi de probabilité de la
quantité d’intérêt sont calculés simplement par évaluation du modèle PGD aux points pk :

qk = q(pk, t), k ∈ {1, ...,NMC}

Ensuite la densité de probabilité de la quantité d’intérêt peut être approximée par histogrammes ou lis-
sages à noyaux. Comme l’expression de la quantité d’intérêt est connue pour tout l’intervalle de temps,
dans un contexte temps-réel la propagation d’incertitude peut se faire dans une optique de prédiction.

4 Exemple numérique

L’exemple traité est un problème simplifié du contrôle de qualité de soudage formulé dans [15]. Dans
cet exemple on considère deux plaques infinies chauffées par une source volumique de chaleur. Pour la
résolution du problème le système de coordonnées est supposé bouger à la même vitesse que la source de
chaleur. De ce fait un terme de convection est ajouté à l’équation de la chaleur. L’inconnue du problème
est la température adimensionnée T qui est nulle pour une température égale à la température ambiante
et unitaire quand elle est égale à la température de fusion du matériau. Les conditions aux limites sont
une température nulle sur ΓD et des bords libres de flux partout ailleurs (Figure 2).
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FIGURE 2 – Problème du contrôle de qualité de soudage

4.1 Formulation du problème d’inférence

Les paramètres inconnus du modèle sont supposés être σ et Pe, paramètres respectivement liés à la
répartition spatiale et la vitesse de la source volumique de chaleur. La résolution PGD multi-paramétrique
du problème est détaillée dans [12] et s’écrit :

Tk(xk,yk, t,σ,Pe) =
m

∑
n=1

Λn(xk,yk)λn(t)α1
n(σ)α

2
n(Pe) , i=1,2,3

T1 et T2 représentent les températures aux points de mesures et T3 est la quantité d’intérêt inaccessible
par mesure directe (voir Figure 2). A partir des mesures le but est d’estimer si la profondeur de soudage
est suffisante (i.e : T3 ≥ 1).

Les paramètres σ et Pe sont supposés être constants au cours du temps. A chaque pas de temps les
mesures de températures T obs

1 et T obs
2 sont assimilées pour raffiner la connaissance sur les paramètres.

Dans cet exemple, on considère τ j, j∈{1, ...,Nτ} les pas de temps (physiques) de la résolution numérique
du problème. Les pas de temps associés à l’assimilation des données sont les ti, i ∈ {1, ...,Nt}. Dans
l’exemple considéré les deux discrétisations temporelles sont choisies coïncidentes.

La densité a priori sur les paramètres est supposé être celle de variables aléatoires indépendantes de
moyennes (µσ = 0.4,µPe =−60) et variances (σ2

σ = 0.003,σ2
Pe = 7).

Ainsi, au pas de temps d’assimilation ti, i ∈ {1, ...,Nt} la densité a posteriori s’écrit :

π(σ,Pe|T obs,1:i
1 ,T obs,1:i

2 ) =
i

∏
j=1

πt j(T
obs, j

1 ,T obs, j
2 |σ,Pe).π(σ,Pe)

4.2 Résolution

La stratégie PGD-Transport Maps est appliquée à cet exemple. Sur la Figure 3 est représenté le temps
de calcul nécessaire pour calculer à chaque étape d’assimilation les applications M1, ...,MNt . Le temps
de calcul représenté prend aussi en compte le transport de 20000 échantillons suivant la loi de référence
pour obtenir autant d’échantillons suivant la loi a posteriori dans un but de post-traitement. La première
étape d’assimilation est la plus coûteuse du fait de la plus grande complexité de la transformation entre
la référence et la première densité a posteriori. Les autres transformations sont bien moins coûteuses
(temps inférieur à 1 seconde) car facilement représentables par une transformation linéaire.
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FIGURE 3 – Coût de calcul des Transport Maps pour chaque étape d’assimilation
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Sur la Figure 4 sont représentées les évolutions des densités marginales au cours des pas d’assi-
milation. Plus les mesures sont assimilées, plus la connaissance sur les paramètres se raffine. Après

10 20 30 40

0.2

0.3

0.4

0.5

Pas de temps d’assimilation

σ

Probabilité
Référence

0

10

20

(a) Marginales sur le paramètre σ

10 20 30 40

−65

−60

−55

Pas de temps d’assimilation

Pe

Probabilité
Référence

0

0.2

0.4

0.6

0.8

(b) Marginales sur le paramètre Pe

FIGURE 4 – Densités marginales sur chaque paramètre après chaque pas d’assimilation

45 pas d’assimilation, le maximum a posteriori et la moyenne des paramètres sont respectivement
[0.394,−60.193] et [0.392,−59.949]. Ces valeurs sont très proches des valeurs de référence [0.40,−60]
utilisées pour simuler les mesures.

4.3 Post-traitement : propagation d’incertitudes

En plus du calcul d’estimateurs scalaires, les incertitudes sur les paramètres peuvent être propagées
sur la prédiction de la quantité d’intérêt T3. Ainsi à chaque pas d’assimilation ti les échantillons suivant la
loi a posteriori calculés grâce à la méthode des Transport Maps sont propagés sur la température T3 pour
tous les pas de temps physiques τ j, j > i. La Figure 5 présente le résultat de ce calcul pour les quatre pas
d’assimilation t1 (Figure 5(a)), t15 (Figure 5(b)), t30 (Figure 5(c)) et t45 (Figure 5(d)).
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(b) Pas d’assimilation t15
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(c) Pas d’assimilation t30
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FIGURE 5 – Prédiction de la température T3 pour les pas de temps suivant le pas d’assimilation
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Le raffinement de la connaissance des incertitudes par l’assimilation de données permet d’affiner la
connaissance sur la quantité d’intérêt et sa prédiction.

5 Conclusion

La méthode présentée permet de traiter des problèmes dans le cadre général d’inférence Bayésienne.
La méthode de réduction de modèle PGD permet de réduire les coûts d’appel au modèle et de faciliter le
calcul de Transport Maps. Dans ce cadre la méthode des Transport Maps fournit un échantillonnage de
la densité a posteriori de manière très rapide. Cet échantillonnage permet la propagation d’incertitudes
sur des quantités d’intérêt du système considéré. L’exemple numérique met en évidence cette méthode
et permet d’envisager des applications en temps réel.
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