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Résumé — Ce travail aborde la résolution précise et efficace de problemes de mécanique pour des struc-
tures a géométrie paramétrée. Le paramétrage est ici défini dans le cadre de 1’analyse isogéométrique qui
fait un lien naturel entre les outils de CAO et de calcul. A partir du probleme multi-dimensionnel sous-
jacent, la technique PGD est utilisée pour capter efficacement 1’ensemble des solutions paramétriques.
Enfin, une estimation a posteriori des différentes sources d’erreur et un algorithme adaptatif sont déve-
loppés afin de certifier la qualité du résultat de simulation, pour toute géométrie, et a colit minimal.
Mots clés — optimisation de forme, analyse isogéométrique, réduction de modele, calculs adaptatifs.

1 Introduction et objectifs

L’ objectif de I’optimisation de forme est de trouver une forme géométrique qui est optimale vis-a-
vis d’une fonction colit dépendant implicitement de la forme [4]. Cette dépendance se fait a travers la
solution numérique d’une EDP qui modélise le systeéme physique étudié, la forme définissant ainsi le do-
maine de calcul. Dans I’optimisation paramétrique de forme, un premier travail consiste a introduire une
facon de décrire les formes admissibles a partir d’un vecteur de parametres. Un probléme d’optimisation
non-linéaire est alors obtenu, les parametres jouant le role de variables de conception.

Dans ce travail, on considere un paramétrage au moyen de I’analyse isogéométrique (IGA). Introduite
dans [5], la méthode IGA a recu beaucoup d’attention et a été utilisée dans différents contextes, incluant
I’optimisation de forme [8]. Un des divers avantages comparé a 1’analyse par éléments finis (FEA) est
que I'IGA permet un lien direct entre les outils de CAO et de simulation. L’idée consiste a construire
la base d’approximation, dans le cadre standard des formulations isoparamétriques, directement a par-
tir des fonctions B-Spline ou NURBS qui représentent la géométrie lorsqu’elles sont associées a des
points de contrdle. Par conséquent, la génération et le raffinement de maillage sont directement et auto-
matiquement générés par la modélisation CAO, en préservant constamment une description exacte de la
géométrie. Dans ce contexte IGA et en supposant qu’il n’y a pas de changement de topologie, le paramé-
trage de la géométrie peut étre naturellement effectué a partir d’une transformation inversible de 1’espace
paramétrique IGA (ayant une forme fixe) vers I’espace physique, a partir de parametres géométriques liés
aux points de contrdle. Les équations d’état sont alors projetées par transformation inverse dans I’espace
paramétrique IGA et deviennent des EDP paramétrées sur un domaine fixe.

Néanmoins, la dépendance paramétrique des coefficients de I’EDP rend difficile et coliteuse la résolution
numérique par des méthodes classiques. Pour aborder ce probleme, on choisit ici d’utiliser les outils de
réduction de modele afin d’approximer I’ensemble des solutions (sur tout le domaine de variation des pa-
rametres géométriques) de facon efficace et a colit réduit. On se focalise ici sur la technique PGD, basée
sur une approximation de rang faible avec format canonique [3]. Cette technique opere selon une straté-
gie itérative dans laquelle la solution est définie comme une combinaison linéaire de fonctions a variables
séparées (ou modes), apres avoir défini tous les parametres du modele comme extra-coordonnées du pro-
bleme. Les modes sont calculés a la volée dans une phase hors-ligne, avant que la solution approchée
ne soit évaluée pour toute valeur des parametres et exploitée dans une phase en-ligne, avec des calculs
peu chers, pour mener 1’optimisation de forme en temps réel. La technique PGD a été appliquée avec
succes pour diverses analyses paramétriques, incluant le paramétrage de géométrie [1]. Ici, nous allons
plus loin en couplant la PGD avec I'IGA. Les extra-coordonnées dans la PGD correspondent donc aux
coordonnées et poids des points de contrdle (au niveau le plus bas de description géométrique), et une



séparation de variables est appliquée entre les variables d’espace et de géométrie. Cela permet d’obtenir
des abaques virtuels pour I’optimisation de forme, avec dépendance continue et explicite de la solution
vis-a-vis des variables de conception.

Comme toute méthode numérique, la méthode IGA-PGD proposée est associée a diverses sources d’er-
reur. Afin de contrbler la qualité de 1I’approximation obtenue, et en tant que contribution scientifique
supplémentaire, nous introduisons des outils de vérification basés sur le concept d’erreur en relation de
comportement. Ce concept, largement utilisé dans le cadre EF [6], fournit un cadre général pour obtenir
des bornes a la fois garanties, précises et calculables sur I’erreur globale (en norme énergétique) ou sur
des quantités d’intérét spécifiques. Nous utilisons ici des outils similaires a ceux décrits dans [2], basés
sur un post-traitement de la solution PGD obtenue afin de calculer un estimateur d’erreur. Ces outils
permettent également de séparer les sources d’erreur entre erreurs de troncature PGD et erreurs de dis-
crétisation, ce qui permet de conduire des algorithmes adaptatifs pour atteindre une tolérance d’erreur de
facon optimale. La technique proposée dans [2] est ici étendue aux géométries paramétrées et au contexte
IGA ; notons que la séparation entre erreurs de troncature PGD et erreurs de discrétisation a un intérét
majeur dans ce cadre, le maillage pouvant étre tres distordu pour certaines configurations géométriques.
Par conséquent, la procédure de vérification permet de certifier la qualité de I’approximation IGA-PGD
sur toute la plage de variations géométriques.

2 Formulation IGA paramétrique

2.1 Probleme de référence avec géométrie paramétrée

On considere une famille de domaines Q(p) € R? (d=1, 2 or 3), de frontiere dQ(p), dont la géométrie
est paramétrée par un vecteur de parametres p € P. Sur ces domaines, on définit le probleme scalaire
linéaire suivant, qui est 1’équation de Poisson avec des conditions aux limites prescrites (ce probleme
elliptique simple est choisi par soucis de clarté, bien que le procédure proposée soit plus générale). Il
s’agit de trouver, pour toute valeur de p, le champ uj, solution de :

dup

—Aup=f; dansQ(p) ; wup=0 surd,Q(p) ; on

=F; surd,Q(p) €))

On définit le flux qp = Vi associé & up. En introduisant 1 espace fonctionnel U, = {v € H' (Q(p)), V2,0(p) =
0}, 1a formulation faible du probléme s’écrit :

Trouver up € Uy, tel que ap(up,v) =Lp(v) VYve Up )

ol les formes bilinéaire ap(-,-) et linéaire £p(-) paramétrées sont définies par :
ap(u,v) :/ Vu-Vvdx ;  £p(v) :/ fdvdx—i—/ FyvdS
Q(p) Q(p) %Q(p)

On introduit également la norme énergétique associée ||u|| = /ap(u,u).

2.2 Formulation IGA

On suppose que la géométrie des domaines physiques Q(p) est décrite par les outils de CAO, qui
impliquent les fonctions B-Spline ou plus généralement NURBS. A partir d’espaces tensorisés et de
fonctions multi-variées, ces fonctions B-Spline {N;}}_, (resp. NURBS {R;}}_,) permettent de représen-
ter des géométries complexes. Dans le cas de volumes, et en introduisant le vecteur & = {& n,u}’ des
variables d’espace dans 1’espace paramétrique IGA, la représentation s’écrit :

_ Wi ki pi (8)Npy ()N, ps (1)

VNURBS(S):zn:BIRI(E) i Ri(§)
I=1

ot Nj p, (&), Njp, (M), et Ni p,(u) sont des fonctions B-Spline univariées d’ordre pi, p», et p3, respecti-
vement, tandis que les w; ;; sont les poids utilisés pour définir les fonctions rationnelles NURBS. Les
fonctions B-Spline sont construites a partir de vecteurs de noeuds = dans chaque dimension spatiale.



Les n points de controle B; permettent de définir complétement 1’entité géométrique ; leurs coordonnées
(vecteur de taille d x 1) constituent ainsi les variables de contrdle ; elles seront directement reliées au
vecteur des parametres géométriques p dans le reste du papier.

A partir d’un domaine physique 2 donné, avec une géométrie décrite par la tensorisation de d vec-
teurs de noeuds E/ (j = 1,...,d) définis dans chaque dimension spatiale, plusieurs espaces de description
peuvent étre utilisés (Fig. 1) :

e ’espace des indices, formé en associant un entier unique a chaque composante, répétée ou non,
des vecteurs de noeuds. 1l identifie chacun des H?: ((nj+pj+1) noeuds ;

e 'espace paramétrique, noté Q, qui consideére seulement les intervalles non nuls entre les noeuds.
En définissant I’ensemble A/ C Z/ des m ; noeuds sans répétition dans chaque direction, un
maillage régulier ®‘;:1Aj fait de Hle (mj— 1) éléments peut étre défini ;

e espace physique dans lequel la géométrie de Q(p) est observée. Il consiste & définir les points
de contréle, et les poids associés, afin d’obtenir la géométrie exacte. Un maillage physique est
défini dans cet espace, de fagon similaire a un maillage EF.

FIGURE 1 — Espace des indices (gauche), espace paramétrique (centre) et espace physique (droite) dans
une représentation 2D avec les vecteurs de noeuds E! = {0,0,0,0.5,1,1,1} et 22 = {0,0,0,0.5,1,1,1}.

Dans sa version initiale, la méthode IGA consiste a chercher une solution approchée de (2) a partir
d’une formulation de Galerkin et un sous-espace de dimension finie de Uy généré par le méme ensemble
de fonctions de bases B-Spline/NURBS que celles utilisées dans la description géométrique de Q(p).
On introduit I’espace fonctionnel ﬂl’j = Span{@;,1 <I<n}n Up, les fonctions @; correspondant aux
ensembles {N;}}_, ou {R;}}_,. La formulation IGA s’écrit alors :

Trouver uﬁ € ‘llg tel que ap(ull’), M=, Whe ‘Zlg 3)

2.3 Transformation paramétrée

On s’intéresse a présent au paramétrage des domaines Q(p). A partir de la description géométrique
précédente, il est naturel d’introduire la transformation isoparamétrique globale Fp, définie par :

Fp:Q—Q(p) ; &€—x=Fy&) = iBI(p)NI(E) (ou = iBI(P)RI(ﬁ))
=1 =

On introduit également la matrice jacobienne Jp = dx/0§ et le jacobien Jp, = det(Jp) associés. Des lors,
la formulation faible (3) avec domaine physique évolutif peut étre projetée dans le domaine fixe Q. En
introduisant la notation z(x) = z(§), on obtient la nouvelle formulation suivante :

Trouver i}, € U tel que ap (i, V') = 6, (V") W' e (74 4)
avece ©
ap (i, V") = /ﬁJ;Tvgﬁ’;-JgTvgvhjpdg = /ﬁ(JpjglﬂgT)Vgﬁl’;-nghdg

Op (7" :/*vth +/ Fv"J5dS: :/J*v”d +/ J5F7'dS
p(V") §faz pdg oa 7 TS ﬁpfd 3 g eV 95
Cette formulation définit ainsi une EDP paramétrique dans un domaine physique de référence Q fixe,
avec I’opérateur symétrique paramétré Dy = JpJ 17 " T A partir du paramétrage IGA, on peut s’attendre



a ce que la solution ﬁg de (4) ait une évolution réguliere par rapport 2 p dans Q. Néanmoins, la résolution
de (4) pour toute valeur de p reste une tiche numérique cofliteuse avec les approches classiques. Dans la
Section 3, on introduit une approche alternative basée sur la réduction de modele.

3 Réduction de modele PGD : calcul et post-traitement

3.1 Solution approchée PGD

La reformulation (4) du probleme paramétrique dans un espace physique fixe permet de se placer
dans un espace tensoriel produit ' ® L*(P). Cette situation est adaptée a I’utilisation de la technique

PGD. La premiére étape consiste a définir une formulation faible globale sur (74 ® L*(‘P). Elle s’ écrit :

Trouver @ € W' ® L*(P) tel que A@",#) = L(¥") V' e W' 6))

avec |

A V") = /ap(u Vdp = // (Jpdp IJ )Ved" - Vev'dgdp

_ 7 =h ST —h
/E dp—/ﬂ) [/Qprdv d§+/8qQJdev ng] dp

L’idée de base de la PGD est alors de construire une approximation de ﬁh(ﬁ,p) via une représentation
modale a variables séparées (format canonique), de rang faible. On considere ici une telle structure pour
les variables d’espace & et de parametres géométriques p. La solution PGD s’écrit :

(&)~ (6.p) = Y WE)G(p) avec ! € T, Gilp) € L2(®)
i=1

m € N* étant le rang (ou ordre) de I’approximation. Parmi les diverses méthodes permettant de calculer
les modes PGD, on utilise ici la méthode itérative de type Galerkin progressive. Elle consiste en la
construction successive de corrections de rang 1 a partir de la formulation (5). En supposant que la
décomposition @, d’ordre (m — 1) est connue, la décomposition @, (¢,p) =" _,(&,p) + V" (€)G(p)
d’ordre m est cherchée. Les nouvelles fonctions " € U etGe L?(‘P) sont déterminées en imposant la
condition d’orthogonalité :

A@ | +V'G,&v") =L(&v") avec 87" = 8Y"'G + "8G (espace tangent) , VoY € Eh,VSG e L*(P)

(6)

Le probleme (6) est résolu en utilisant une méthode itérative de type point fixe. Pour chaque mode

m € N*, et en partant d’une initialisation ad hoc (Wh(o), Gy a I’itération 0, on construit une séquence
(\phU‘ GW)en- par la résolution séquentielle de problémes simples 2 chaque sous-itération & :

e calculer G®) € L?(P) tel que :

i+ D60 g ksG) = Lg"*-V8G)  V8G e LA () (7)
° calculer\p( € ' tel que :
A, + 9" WG 56 M) = L(59'GY) voy' e U @®)

Le probleme (7) correspond & une équation scalaire algébrique sur I’espace des parametres géométriques
P, tandis que le probleme (8) correspond a la résolution IGA d’un probléme en espace sur le domaine
fixe Q. Pour optimiser I’efficacité du calcul, tous les termes apparaissant dans (5) sont écrits sous forme
a variables séparées. En particulier, 1’application de la SVD ou HOSVD fournit :

Np N,
Jp(&)I5 ()T, T (€)=Y TP(©)S7(p) : (&)=Y T/ €)sSip) : Z T/5(£)S% (p) (9)
J=1 j=1



3.2 Post-traitement de la solution PGD

Pour des raisons de clarté, on n’introduit pas ici les indices de sous-itération. D’une part, le probleme
en espace (8) s’écrit :

AV'G,80"G) = L(SY'G) — Z "G SYG) Yoy € U

D’autre part, en résolvant des problémes linéaires et élémentaires sur le domaine fixe Q, il est aisé
d’obtenir des champs de flux ﬁf et Gf’ (non uniques) vérifiant :

[a)vesvtas = [ T/75v'dg Vi LN [ apVesydg = | TIFSYASy Vi (1N
' (10)
Par conséquent, en utilisant (9), (8) peut étre écrit sous la forme :

3 o o — 3 - mo 1
/5 Z' VeSylde =0 Vo ed' . 7t = < /T ]D)prnodp> eyl + ( / D,G; Gmodp> VAT

al NJS J. J.
-y / S7Gmydp q§ / SFGmydp | Q7
=1\

Ceci montre que pour chaque mode myg, et pourvu que les sous-itérations de la procédure de point fixe
soient arrétées apres avoir résolu le probleme en espace (8), le champ iﬁlo est auto-équilibré (au sens IGA

) sur le domaine fixe Q. I’ ensemble {Z, }1<,n,<m sera utilisé dans la Section 4.3.

mo

4 Estimation d’erreur et procédure adaptative

Dans cette section, on définit des outils afin d’estimer, pour toute valeur de p, I’erreur entre la solution
exacte up de (2) et la solution approchée u” (-, p) issue de la méthode numérique IGA-PGD. Pour cela,
on met en oeuvre le concept d’erreur en relation de comportement (CRE). Le champ d’erreur est défini
comme e’ (x,p) = up(x) — u,(x,p) ; il peut étre mesuré soit globalement en utilisant la norme éner-
gétique Egiop(p) = |lef(+,p)]|, ou localement sur des quantités d’intérét Q qui sont des fonctionnelles
linéaires de u : Eo(p) = Q(e" (-, p)). Les sources d’erreur sont alors de deux types : la discrétisation en
espace liée a I’approximation IGA ; la troncature a I’ordre m de la représentation modale PGD.

4.1 Fonctionnelle CRE

L’idée principale du concept CRE est de construire un flux pleinement équilibré qui est la seule
voie pour définir des estimateurs garantis et calculables (sans constante inconnue) de I’erreur de dis-
crétisation [6]. Pour le probleme considéré, le concept CRE s’applique a une solution dite admissible
(fp,qp) € Up X Sp, qui satisfait les conditions aux limites et les équations d’équilibre du probleme (1).
L’espace fonctionnel S est défini par :

Sp = {7 € H(div,Q(p)), /

rVudx= [ fodr [ Fpds wetp) (D
a(p) a(p) 2,9(p)

Seule la relation de comportement est relaxée pour un tel couple admissible (iip,qp). La mesure Ecgg
calculée a partir de (ilp, §p) représente le résidu sur la relation de comportement ; elle s’écrit :

E%RE(ﬁPaQP) = /Q(p)(flp —Vip) - (§p — Vitp)dx = [|qp — Vﬁp”é

ol |||, est la norme énergétique (norme L? ici) en terme de flux sur Q(p). L’égalité de Prager-Synge,
utilisant les propriétés des champs admissibles, relie alors la mesure Ecgg a une mesure globale de
I’erreur entre uy, et iy € Uy,. Elle s’écrit :

2 Ao A2 A2 A2 A2
Ecge (dp, Gp) = qu_‘lqu+ lap — Vipll; > H‘Ip_V”qu = ||up — dip||



En choisissant iy, = ul (-,p) € Up, et pourvu qu’un champ de flux §, € Sp soit disponible, la mesure CRE
définit alors une borne garantie et calculable de I’erreur globale Zg,5(p). La construction d’un champ
de flux qp € S, pertinent, qui détermine les performances de I’estimateur d’erreur Ecgg (dp,{p), est un
point clé de la procédure. Il est I’objet de la Section 4.3.

4.2 Estimation d’erreur sur des quantités d’intérét

Dans beaucoup d’applications, et en particulier pour le contexte présent de 1’optimisation de forme
ou des criteres d’optimalité sont définis, I’intérét porte sur des quantités scalaires spécifiques. Afin de
construire des stratégies qui minimisent le coit numérique tout en garantissant une précision requise sur
de telles quantités d’intérét, I’approche goal-oriented doit étre privilégiée. Elle est basée sur la définition
d’un probleme adjoint. Pour le modele considéré, I’opérateur étant auto-adjoint (ap = ap), ce probleme
adjoint consiste a trouver i, € Uy (et §p = Viip) tel que :

ap(v,itp) = ap(dp,v) = Q(v) Vve U

Apres avoir calculé une solution adjointe approchée i”, par la méthode IGA-PGD, puis avoir reconstruit
un champ de flux adjoint admissible ﬁp € Sp, le concept CRE permet d’obtenir des bornes garanties sur
Ierreur Ep(p). Le résultat s’écrit sous la forme [6, 7] :

1 R
|E0(P) — Qeorr(P)] < EECRE(MZ,('aP)@p)-ECRE(ﬂfln(wP),flp)

ot Qcor(P) est un terme de correction calculable. Par conséquent, des bornes de la valeur exacte Q(up)
de la quantité d’intérét peuvent étre définies, sous la forme Q™ (p) < Q(up) < 0T (p).

4.3 Calcul de champs de flux équilibrés

On montre ici comment un champ de flux équilibré q, € S, pertinent peut &tre construit a partir de
la solution approchée IGA-PGD a disposition. La contrainte d’équilibre définie sur Q(p) dans (11) peut
étre écrite de fagon équivalente sur le domaine de référence €2, sous la forme :

ﬁ 7 Jp T Veilpdé = ﬁ ToJ5 T Vevdé = ﬁ Tofvd€ + / _BFvdSs; Ve U (12)
Q Q Q 3,0

La procédure utilise la technique d’équilibrage hybride (ou EET), utilisée classiquement dans le contexte
EF et récemment étendue au contexte IGA dans [7]. Elle repose sur les propriétés d’équilibre, au sens
faible EF ou IGA, vérifiées par le flux approché a disposition. En considérant une approximation IGA
seule, le flux associé vérifie de telles propriétés d’équilibre. Néanmoins, dii au fait qu’elle utilise une
formulation faible globale (5) du probléme, la technique PGD fournit une solution approchée q" = Vu/"
qui ne vérifie les équations d’équilibre en aucun sens faible en espace. Par conséquent, une premiere
étape est de reconstruire un flux 7';’ dans Q(p), ou de fagon équivalente ?g dans Q, pertinent et qui
vérifie 1’équilibre au sens faible IGA :

. — - _ = — —h
/5 TpJy T Veide = /5 Tof V'€ + /a ﬁJngvhng W' el (13)
q

En utilisant (9) et (10), le chargement externe peut étre directement équilibré (au sens faible IGA) avec
un champ calculable q,;, sous la forme :

q

Ny Ny
/5 o e + /a R as; = /ﬁ G, Vede Wed . g,= Y sipaj+ Y sF p)a)
j=1 j=1
Par conséquent, il est direct que ?ﬁ =Jp Tp [ﬁd + Xomo=1Omg (p)if,’m} vérifie (13) pour tout p, ou I’en-
semble {Z}, }1<my<m est défini & la Section 3.2, et {C, }1<mo<m st un ensemble arbitraire de fonctions
des parametres géométriques a optimiser (afin de minimiser I’estimateur CRE). Le flux ?ﬁ est ainsi
obtenu a partir d’un post-traitement direct de I’information disponible suite au calcul de la solution IGA-
PGD. En utilisant alors la technique EET sur les champs q, et ifjm (1 < my < m), on obtient finalement

6



un flux G, vérifiant I'équilibre au sens strict (12) ; il s*écrit G = J, T [&d FX ) Oy (p)if’no] .

Finalement, 1’estimateur CRE est calculé dans le domaine de référence Q, sous la forme :

B iy,y) = [ (= Vig) - (p —Viphax = [ (G 3y Vip) - iy — Iy Vein)pa

4.4 Algorithme adaptatif

L estimateur d’erreur Ecgg (1 (-, p), Gp) défini précédemment (pour tout ensemble de parametres p)
prend en compte les deux sources d’erreur inhérentes a la méthode IGA-PGD : (i) I’erreur de troncature
due a la restriction de la représentation modale PGD a un nombre limité m de modes; (ii) ’erreur de
discrétisation due a I'utilisation de la technique d’approximation IGA (avec une discrétisation spatiale
donnée) pour calculer ces modes. Afin de conduire un algorithme adaptatif, on introduit des indicateurs
d’erreur spécifiques basés sur le concept CRE. On considére un probleme intermédiaire défini apres
discrétisation spatiale du probléeme initial (i.e. probleme (3) avec uﬁ pour solution). L’erreur globale est

P < 2
alors séparée en £,

la troncature PGD seule (Apgp — 0 quand m — +o0), tandis que Agis(p) = ||up — ug|| quantifie 1’erreur
venant de la discrétisation spatiale IGA seule (Agi; — 0 quand & — 0). La partie Apgp est estimée en
considérant les champs admissibles au sens discret uf}1 et 7. On définit alors I’indicateur (resp. Mais) sur

P
I’erreur de troncature PGD (resp. sur I’erreur de discrétisation) :

(P) = Akgp(p) + A%, (p) o Apgp(p) = Huﬁ —ul" (-, p)|| quantifie I’erreur venant de

nPGD(p):ECRE(”Z('ap)’T;l) ; Mais(p) = EgRE(”Z('aP)a‘Al'ﬁ)—n%’GD(P)

L’estimateur et les indicateurs d’erreur sont alors utilisés comme critere d’arrét et outils d’adaptation
dans un algorithme glouton afin de construire une approximation IGA-PGD u!, qui minimise les cofits
de calcul tout en garantissant une tolérance d’erreur prescrite. En pratique, apres avoir calculé chaque
mode m, la stratégie adaptative est conduite de la fagon suivante :

1. onidentifie I’ensemble de parametres Py = argmaxpe,PECRE(uZ(-,p), Gp) (tache rendue simple

par la PGD) ainsi que les indicateurs d’erreur associés MpGp(Pmax) €t Nais(Pmax) 5

2. on compare les contributions relatives de ces indicateurs :

— i Np6p (Pmax) = Nais(Pmax), le mode (m+ 1) est calculé en gardant la méme discrétisation
spatiale (maillage) que pour le mode m ;

— si NpGp (Pmax) < Ndis(Pmax)> le maillage IGA est raffiné afin de recalculer le mode m (et
les suivants) avec une meilleure précision. On souligne que les (m — 1) modes calculés au
préalable avec des maillages plus grossiers restent inchangés.

La procédure adaptative est arrétée lorsque maxpeq (Ecre (uf,(-,p),@p)/ |1’ (-,P)||) < Yior avec Yio une
tolérance d’erreur prédéfinie. Une procédure adaptative similaire est utilisée lorsque I’erreur sur des
quantités d’intérét est contrdlée (vision goal-oriented).

5 Résultats numériques

On considere un probléme 3D de thermique stationnaire défini sur un quart de cylindre creux. La
structure est soumise a une source de chaleur unitaire et homogene, et des conditions limites de Dirichlet
homogenes sont appliquées. Dans la configuration géométrique non déformée, le cylindre a un rayon
externe R,y = 4, un rayon interne R;,; = 1.5, et une hauteur H = 3. La géométrie, représentée par des
fonctions NURBS, est ici paramétrée par la position radiale r = 1.5a (avec o € [1,1.5]) du point de
contrdle central ; plusieurs configurations sont montrées sur la Fig. 2.

FIGURE 2 — Configurations géométriques de la structure 3D, avec oo = 1,1.25, 1.5 (de gauche a droite).



Le probléeme paramétré 3D résultant est résolu avec la PGD. Les trois premiers modes PGD en
espace et en parametre o sont montrés sur la Fig. 3. La solution PGD évaluée pour o € {1,1.25,1.5}
est aussi montrée sur la Fig. 4. Enfin, on représente sur la Fig. 4 les évolutions de 1’estimateur et des
indicateurs d’erreur au cours de la procédure adaptative. Celles-ci montrent que des raffinements de
maillage successifs sont effectués lors du calcul des modes PGD 4 et 5, et qu’une erreur inférieure a 1%
est obtenue apres 7 itérations de 1’algorithme itératif.

PGD modes of control point

mode 1
——mode 2|
mode 3

FIGURE 4 — Solution PGD avec 3 modes pour différentes valeurs de a (1, 1.25, et 1.5 de gauche a droite),
et évolution de I’estimateur d’erreur (en rouge) et des indicateurs d’erreur sur la troncature PGD (en vert)
et sur la discrétisation (en bleu) au cours de la procédure adaptative (droite).
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